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序 言 


1906 年 Hartogs 发 现 ， 在 如 个 复 变 数 的 空间 (n>1) 中 存 
在 这 样 的 域 ， 在 这 种 域 中 ， 每 一 个 全 纯 函 数 都 可 全 纯 开 拓 到 更 大 
的 域 中 去 . 球 环 { (zi 人 < | 二 上 十 … 十 | 及 就 是 
这 样 的 域 . 在 复 平 面 上 ， 这样 的 域 是 不 存在 的 ， 多 复 变 函数 论 在 
许 密 方面 与 单 复 变 函数 论 有 着 本 质 的 区 别 (上面 提 到 的 Hartogs 
现象 只 是 其 中 之 一 ) 这些 区 别 使 得 在 研究 单 复 变 函数 时 行 之 有 效 
的 工具 和 和 方法， 在 研究 多 复 变 函数 时 不 再 证 用 ， 于 是 ， 在 多 复 变 
函数 的 研究 工作 中 ， 不 断 出 现 新 的 工具 和 方法 . 许多 现代 数学 
《例如 ， 偏 微分 方程 、 汉 函 分 析 、 微 分 几何 、 代 数 儿 和 何 、 李 群 等 ) 
的 概念 和 方法 常 答 用 来 解决 多 复 变 中 约 问 题 ， 面 多 复 变 的 发 展 又 
推动 着 这 些 学 科 的 发 展 . . 

鉴于 多 复 变 函 数论 在 近代 数学 中 的 重要 地 位 ， 一 些 高 等 学 校 
希望 把 它 作为 数学 系 高 年 级 本 科 生 的 选修 课 ， 或 低 年 级 研究 生 的 
基础 课 ， 编 写本 书 的 目的 就 是 想 为 这 个 课程 提供 一 本 入 门 教材 

本 书 的 第 一 章 介绍 多 复 变 数 全 纯 图 数 的 基本 性 质 ， 曾 明 Har- 
togs 现象 是 如 何 发 生 的 ， 特 别 是 ， 通 过 引入 次 调和 函数 来 证 明 重 
要 的 Hartogs 定理 , 第 一 章 的 内 容 是 全 书 的 基础 . 第 二 章 介绍 全 纯 
映射 的 基本 性 质 . 除了 介绍 H. Cartan 定理 和 球 的 全 纯 自 同 构 等 
基本 内 容 外 ,还 特别 介绍 了 多 置 柱 和 球 上 的 星 形 映 射 和 芒 有 映射， 以 
及 与 之 有 关 的 增长 定理 和 偏差 定理 . 这 里 有 不 少 是 我 国学 省 景 近 
获得 的 新 结果 ， 第 三 章 介 绍 经 点 的 Bergman 核 画 数 ， 特别 介绍 了 
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我 国 已 故 著名 数学 家 华 罗 康 教授 关于 计算 四 类 典型 域 的 核 函 数 的 
法 ， 多 复 亚 数 (Cauchy 和 天 分 公式 与 单 复 芍 数 Cauchy 积分 公式 有 
着 本 质 的 区 别 ， 一生 说 来 ， 全 钝 广 数 在 部 分 过 黑 上 上 的 值 就 能 确 赴 
它 在 域内 的 值 , 而 有 不 同 的 域 有 不 河 的 Cauehy 积分 公式 . 第 四 章 . 
专门 讨论 这 人 问题 ， 这 里 也 特别 介绍 了 华 罗 广 教授 在 这 方面 的 未 
I 第 四 章 最 后 介绍 了 Bochner-KMiartinelli 积分 公式 , 它 的 作 
六 一 是 为 第 六 章 构 千 全 于 的 Henkin 核 捏 下 优 笔 。 第 五 章 介 六 
jp 是 域 的 Cartan-Thullen 理论 ， Levi 摘 凸 域 和 所 廿 雪人 以 及 绰 
拟 廿 谍 的 基本 知识 ， 并 讨论 了 它们 和 全 纯 域 的 甘 系 ， 从而 引出 了 
重复 的 Levi 问题 ， 第 六 章 介 绍 3 问 题 及 其 应 用 ， 证明 3 问题 在 拟 
凸 域 上 是 有 解约 ， 从 而 证 明了 Levi 猜测 . 最 后 给 出 了 强 氢 凸 域 上 
3 问题 解 的 一 致 估计 . 

本 书 是 作为 多 复 变 函数 论 的 一 本 入 门 竹 材 来 编写 的 ， 几 具有 
数学 分 析 、 线 性 代数 、 复 变 畏 数 、 实 变 函 数 以 及 少许 泛 函 分 析 知 
识 的 读者 都 能 读 懂 本 书 ( 凡 涉及 到 上 述 内 容 以 站 的 知识 ， 诸 如 微 
分 形式 和 Stokes 公式 、 绷 导数 和 Sobolev 空间 等 ， 书 中 都 作 了 专 
门 的 介绍 }. 有 了 本 书 的 知识 作为 基础 ， 再 深入 到 多 复 变 的 各 个 领 
域 就 会 方便 得 多 . 希望 有 志 于 进入 多 复 变 研 帘 领域 的 青年 能 从 本 
书 中 得 到 一 些 帮 助 . 

作者 曾 多 次 为 中 国 科 学 技术 大 学 基础 数学 的 研究 生 讲 授 多 复 
变 函 数论 .本 书 是 在 这 些 讲稿 的 基础 止 编写 的 ， 以 后 尺 在 始 有 高 
年 级 本 科 生 又 有 研究 生 参 加 的 班 上 讲授 过 ， 在 教学 这 程 中 ， 学 生 
们 提出 的 问题 和 建议 使 作者 改进 了 菜 些 内 容 的 讲法 ,在 此 和 华 者 向 
他 们 表示 感谢 

参加 1994 年 理科 数学 与 力学 教学 指导 委员 会 分 析 与 函数 论 
教材 建设 组 会 议 的 专家 ， 特 别 是 本 书 的 主 审 人 复 包 大 学 张 锦 豪 教 
姐 ， 仔 细 审 阅 了 本 书 的 初 稀 ， 提 出 了 很 多 宝贵 的 意见 ， 对 本 书 的 
修改 提供 了 有 益 的 帮助 ， 对 此 ， 千 者 对 他 们 表示 真心 的 感谢 . 
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电 了 于 作者 水 斑 有 限 ， 书 中 的 读 点 错误 在 所 难免 ， 希望 得 到 读 
省 的 老 评 指正 ， 


史 济 怀 
1995 年 3 月 
于 中 国 科 学 技术 大 学 
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第 一 章 多 复 变 数 全 纯 国 数 


$11 全 纯 翁 数 


1.1.1 全 纯 函 数 的 定义 
我 们 用 《C 表示 复数 域 ，C"” 表示 复数 域 上 的 线性 空间 : 
C= 
设 z= (zs 2 Ww 一 tw) 是" 中 两 个 上 后， 定义 
它们 的 内 积 为 


上 
《二 To) 一 DY zw,, 
21—1 


由 此 产生 = 的 模 为 |2| 二 (=， 2 六 二 { > = 站 二 这 样 C" 就 是 一 
个 有 锥 Hilbert 空间 . 

C" 中 的 连通 开 集 介 称 为 域 .， 当 间 有 界 时 , 就 称 8 为 有 界 域 . 
下 面 两 闫 简单 的 有 界 域 值 得 我 们 特别 注意 . 

设 ge 一 ary dy EC r= Cr) 0 7 一 1， 
re 称 

己 {ar 一 人 (sg zea, | < j=1, **, n} 
为 以 a 为 中 心 、r 为 半径 的 多 图 柱 . 特别 , 当 a=0, 盖 一 1，7 一 1， 
…，# 时， 称 它 为 单位 多 图 柱 ， 记 为 U*"， 即 

C={(e ey a) |z, | 1, =, 1 nn) 

显然 ， 当 nn 一 1 时， 它 就 是 单位 圆 盘 ， 

以 a 二 tar qs) 为 中 心 ，p0 为 平 径 的 球 是 指 


(站 一 (ze 一 op， 
特别 ， 当 a= 二 0， 二 1 时 ， 称 它 为 单位 球 ， 记 为 B.， 有 即 


BC— 1(2 > lz,|:<1}, 
j=1 


当 ” 一 1 时 ， 它 也 是 单位 贺 盘 . 

U" 和 8B, 都 是 单位 圆 盘 在 C" 中 的 推广 .下面 我 们 将 看 到 ( 见 
定理 2, 3.9 和 人 定理 2.5.15)， 它 们 不 是 全 纯 等 价 的 ， 因 此 ，U”" 和 
8. 上 的 函数 论 有 很 大 的 区 别 . 

为 了 引进 全 纯 范 数 的 概念 ,我 们 要 讨论 多 重 关 级 数 的 性 质 . 先 
从 多 重 级 数 讲 起 . 


给 定 依赖 两 个 指标 的 数列 (fan}, 称 > an 为 二 重 级 数 , 数 S。。 


- > >)a 称 为 它 的 部 分 和 . 如 果 lim S。.,=5 存在 ， 就 说 上 述 二 


重 级 数 收敛 ，S 是 它 的 和 | 
用 同样 的 方法 可 以 定义 一 般 多 重 级 数 收 伊 的 概念 
级 数 


2 , a, 【之 1 ~ 不 1 了 CO 5 


A 


称 为 n 重 融 级 数 ， 它 在 点 5 二 (6,，…，5B) 收 伍 是 指 = 重 级 数 


2 Ga, (Pa Ch — ds) 


+ + 一 站 


收 伍 . 


关于 多 重 乔 级 数 , 也 有 类 似 于 单 变 数 中 的 Abel 定理 . 为 简单 
起 见 ， 我 们 讨论 a 二 0 的 情形 ， 
命题 1.1.1 如 果 重 军 级 数 


在 点 8 一 (mp ， 8) 收 人 各 ， 这 里 已 关 0，j 一 1，…，2a， 那 么 它 在 
闭 多 圆柱 

五 0，r) 一 { (zz [2S j=1, …*, n} 
中 钨 对 昌 一 至 收 襄 ,这 里 r= {ris er 人 |B， 一 1 


1, 


证 因为 矫 级 数 。》 a .44…b.“ 收 唐 ， 所 以 存在 常数 MM 


加 人 二 站 


使 得 对 任意 wa ，-…，o 之 0， 有 
Ni 
aa | 
[a | 二 [5 | 站 


玖 当 |z)| 坟 7 过 15,| (了 一 二 之 er 时 ， 


| | 本 ri 1 r, 1” 
2 sa 变 ] 1 | Ni 一: | 全 ， 
0 | EB Ea 
于 是 
YY a M |) 
和 


= 一 各 1) “1 一 从?) 1D 
为 简化 记号 ， 我们 采用 下 面 的 习惯 记 法 ， 对 于 有 序数 组 a 一 
Cas 2 a) 其 中 i 都 是 非 负 整数 ， 记 


ia| = 二 一 站 e 2 一 
其 中 z= 二 (* ，…，xn， 这 样 ， 乔 级 数 (1) 就 可 简 记 为 24aox* 或 
者 >》,asz“， 
上 


定居 1.1.2 设 介 是 C" 中 的 域 ，f :D2 一 C 是 定义 在 人 上 的 
一 个 复 值 函数 ， 如 果 对 每 一 点 aE 和 和， 存在 多 圆柱 Pla,P)CCn 
和 和 窒 级 数 > ic。(z 一 a)"， 使 得 


fz) = Pelz 一 人 和 (2) 


在 Play 妃 中 成 立 ， 则 称 耻 为 虽 中 的 金 纯 曼 数 . 
我 们 用 如 (0) 记 如 上 全 纯 籼 数 所 成 的 集 . 
设 FE CD) 刚 对 每 个 aE QQ, (2) 不 a 附近 成 立 ， 容易 看 出 


Ft f(z) | | 
,Car 
ee] 1 | 


如 果 记 


, Tt f(z) 
(Pf) 一 二 本 


那么 了 在 a 蕊 的 展开 式 (2)》 可 写 为 
f(z) = 3 PD z ay", 


1.1.2 Cauchy-Riemann 方程 组 
设 二 #& 十 记 安 COQY. 当 图 定 证 19 ”9 证 9 让 ;+1 9 是 时 ， 


4 
二 


D, 一 1， CE CO: Ce 刁 {2}， 


那么 全 /一 {Tis "1 Ea 作为 单 恋 数 国 数 在 
DD, 中 金 纯 ， 因 而 有 Cauchy-Riemann 方程 ， 


Hu __ Hv Hu _ dv 
Hr, Wy dy ar, 
其 中 =z 二 iy 
引进 记号 ; 
3 = 二 [3 
az 了 az yi) 
, ) ] (3)} 
过 一 了 二 | 
那么 上 面 的 Cauchy-Riemann 方程 可 写 为 
af _1f3 
污 = 间 + 二 党 | (u 十 元 ) 
liadu dv :tiadu 可 时 


称 它 流 Cauchy-Riemann 方程 组 ， 

F 面 我 们 将 证 明 ， 如 果 甘 -=0 在 D，(j 二 1，…,n) 上 成 立 ， 
那么 FE (0). 这 就 是 著名 的 Hartogs 定理 (定理 1.5.14). 

1. 1.3 唯一 性 定理 

在 单 复 变 中 有 如 下 的 唯一 性 定理 ;“ 设 避 是 复 平面 C 上 的 域 ， 
FE 五 0C). 如 果 点 列 {zi} 在 G 中 有 聚 点 , 是 f(z4) 一 0, 二 1, 2， 
…， 那么 在 G 上 恒 等 十 0.*” 这样 的 唯一 性 定理 在 多 复 变 中 椒 再 
成 立 ， 例如，f(zi ,22) 二 zzz 在 双 圆 柱 {(z1,z2): |z1 | 过 1，|zz | 之 


1) 中 全 纯 ， 点 列 [| 0， 志 | 1， 一 2，3，…， 以 0,0) 为 聚 点 ， 


且 f|0, 元 | =90, 但 了 在 双 圆柱 中 不 恒 等 十 0. 在 多 复 变 中 有 下 面 
的 

定理 1.1.3( 唯 一 性 定理 ) 设 吕 是 避 中 的 域 ，7E 五 (2). 如 
果 了 在 非 空 开 集 ECn 上 恒 等 于 0， 那 么 在 及 上 恒 等 于 0. 

证 命 下 二 {xR (D(z)= 二 0; 对 所 有 a= (oye)}， 

下 .二 1z 世 人: CD 站 (xz) 二 0， 对 茜 个 2 二 Cy， …，0)}， 

由 假定 五 CCK， 所 以 不是 空 集 . 显然 及 一 门 玉 。 因为 Dr 了 是 连 
续 国 数 ， 所 以 所。 是 闭 集 ， 因 而 六 也 是 闭 集 . 任 取 aE 民 ， 因 为 了 
在 吕 中 全 纯 ， 故 存在 多 圆柱 PCa,r) 忆 ,使 得 


f(z) 一 > PPD, 本 aA)” 二 人 必 


在 了 (a, rr) 中 成 立 , 因而 下 (er) 毛 玉 ,这 说 明 玉 是 一 个 开 集 . 
由 于 只 一 KK 也 是 开 集 ， 下 面 的 等 式 
N=KU (nN—K) 
和 有 的 连通 性 子 盾 ， 因为 下 不 是 空 集 , 攻 只 能 = 天, 即 f 在 避 
上 恒 等 于 0. 口 
作为 唯一 性 定理 的 应 用 ， 我 们 可 以 证 明 下 面 的 


定理 1.1.4( 开 映射 定理 设 吕 是 C 中 的 域 , 了 是 中 上 的 非 
常数 的 全 纯 函 数 ， 那 么 了 把 咏 中 的 开 集 映 成 C 中 的 开 集 . 

证 n= 二 1 时 ， 和 定理 是 成 立 的 . 现 设 sz>1. 设 4E, 命 忆 为 
& 的 一 个 西 邻 域 (例如 可 以 取 忆 为 包含 a 的 多 图 柱 ), QCN, 由 定 
理 1.1.3 知 ， 了 在 Q@ 上 不 能 异 竺 于 f(a), 故 能 找到 5EQ, 使 得 
fa) 关 f0), 命 DAEC: aa 十 AM 一 alER) ,显然 五 非 空 , 且 由 
于 入 是 开 集 ,已 也 是 C 中 的 开 集 . 命 

gO = flaiaAb— a)), A€ED, 
则 gg 是 号 上 的 全 纯 落 数 , 且 gt0) 一 fa) 关 A8) 一 g(1); 即 g 不 是 
常数 . 利用 单 复 变 的 结果 ,g(D) 是 包含 g00) 的 一 个 开 集 ,而 g CD) 
CQ) ,所 以 A(Q) 是 一 个 开 集 .， 口 . 
_ 利用 开 映 射 定理 又 可 得 到 下 而 的 最 大 模 原 理 . 

定理 1.1.5 (最 大 模 原 理 ) ” 设 人 是 C" 中 的 域 , 了 是 口上 的 
非常 数 的 全 纯 函 数 ， 那么 f 的 模 不 可 能 在 只 的 内 点 达到 最 大 
值 . 

证 ”如果 存在 ae 拓 及 ， 使 得 | 70z)1 委 |JACa)| 对 所 有 =E 吕 成 
立 . 根据 定理 1. 1.4， 六 DO) 是 开 集 ， 它 含 在 圆 盘 (|w| 委 La) 
之 中 ， 但 因 是 开 集 ， 必 会 在 {lw| 三 17(la) |} 之 中 ， 这 就 导致 
fia) | 二 |fta) | 的 牙 盾 . 口 


$1.2 多 图 柱 的 Cauchy 积分 
公式 及 其 应 用 


- 1.2.1 第 圆柱 的 Cauchy 积分 公式 
在 半 复 变 中 ,Cauchy 积分 公式 的 重要 性 是 众所周知 的 , 对 于 
不 同 的 域 ，Cauchy 积分 公式 有 相同 的 形式 . 但 在 多 复 变 中 , 情况 
则 复杂 得 多 , 对 于 不 同 的 域 ， 有 不 同 的 Cauchy 积分 公式 . 下 面 先 
给 出 多 圆柱 上 的 Cauchy 积分 公式 . 
夫 [a] 要 


定理 1.231 放心 是 Cr 中 的 域 , FECO). 如 果 Pfar) 志 部， 
则 对 zEPfar) ;我们 有 


1 
fz) 一 【2 


ft, ) 
oe 本 疝 CE 一 rat、 0) 
证 当 #* 一 1 时， 这 是 熟知 的 圆 甫 上 的 Cauchy 积分 公式 . 今 
庶 定 理 对 nn 一 1 个 变数 的 全 纯 函 数 成 立 . 分 别 在 圆周 | 如一 好 | 一 天， 
二 上 国定 和 则 是 加 
稚嫩 一 | 二 ri 土 的 全 纯 喇 数 ， 由 单 复 变 的 Cauchy 积分 公式 得 


f(z sa ) 


_ 1 fb :2s ) 
2 于 和 一 2 和 2 
1 81 一 六 


对 画 数 (ss ‘ry Zn ff 《这 1 全 2 vv 让 用 归纳 法 的 假定 ， 并 
用 (2》 即 得 
fl ,2s) 


1 呈 | 人 5,) 


一 一 -全 一 2 
(om) tol=rs lr, za) or 2 

1 f Ch, 6) 

22a)" E 于 上 了 人 了 ee 


口 
如 果 记 万 一 {z,EC: |z, 一 a | 过 ry}，, 那么 包 图 柱 P ta,7) 是 
这 ?= 个 圆 盘 的 拓扑 积 : 
Playr)=D Xx D,, 
它 的 边界 3P 由 若 于 部 分 组 成 . 例如 ,3D X DD;X .XD,, aD, Xa3D, 
xX DX XD， ，3D,X…XaD, 都 是 它 的 边界 的 组 成 部 分 ,其 
中 最 低 维 的 那 一 部 分 
7. 


一 


aDiX er XOD,= {ee |z a | ry 1=1, 2 

称 为 Pla,r) 的 特征 边 办 ， 记 为 4.P. 

多 圆柱 的 Cauchy 积分 公式 01) 的 积分 区 域 不 是 PP ta, rz) 的 
全 部 边界 ， 而 只 是 它 的 边界 的 一 部 分 一 -特征 边界 .这 是 多 复 变 
与 单 党 变 的 一 个 重要 区 别 . 在 单 复 变 中 ; Cauchy 积分 公式 的 积分 
是 在 全 部 边界 上 进行 的 ， 

从 多 国术 的 Cauehy 积分 公式 可 以 得 到 下 耐 一些 重要 结论 ， 

定理 1.2.2 设 了 在 多 圆柱 Pa mr) 中 全 纯 , 则 了 可 在 已 (er) 
中 展开 为 

fz)= > PTY) (sy, EP(la,r). 


证 ” 取 多 辣 柱 PCa,p) ,使 得 la,5) 导 PCasr), 则 出 定理 
1. 2 1, x 之 万 Pta,2) 有 


f(s) -一 i | 0) grad, (3) 
1} _ 

1 Hj |=p] i, a |=, | [| 一 2 

J1=1 


由 此 得 
CPD"f) Cz) = ry 
. ‘ A gd. 
| 让 Tl, _ 2 1 
3 三 1 
C4) 


取 Pp' = 二 top， "ts Pn), 使 0 <p (7 一 ]， "7 于 是 ， 当 zE 
Ptlarp’' ), |¢,—a;|=&, 《1 一 ]， 四 n) 日 } ， 有 


1 ~ (Ei A CE nn 


nm CE { _ ) is We 1 
| | CE, 之 ) 6 Wl et 


且 级 数 对 $ 是 一 致 收 人 效 的 ， 在 (5) 的 两 端 习 以 AC)， 并 对 了 在 
"a 


{一 a 1 二 pr j 二 1 4}) 上 积分 ， 骨 利用 (3) 和 《4 ， 即 行 


re 1 一 二 | 9 
f(z)= 一 (Tl a1 | 《之 。 | {ory 


| da 
$1 LE 一 筷 | 和 -一 但 
1—1 


= 也 PD a 
由 于 2 可 生意 接近 ce,，p, 可 任意 接近 rr,， 甫 上 式 在 Pia,r) 中 成 
立 . 口 

这 个 定理 断言 ， 密 圆柱 上 的 全 纯 函 数 在 整个 名 圆 柱 上 有 - -个 
统一 的 医 级 数 表 这 式 . 以 后 我 们 将 看 到 ， 这 样 的 表达 式 可 以 在 更 
一 般 的 域 上 成 立 { 风 定 理 1. 3, 37. 

如 上 果 在 Cauchy 积分 公式 (1) 中 对 = 求 导 数 ， 可 得 

PN a) 上 
?| (入 一 如 

由 此 可 以 得 到 下 面 有 用 的 Cauchy 不 等 式 . 

定理 1.2.3 设 吕 是 C' 中 的 域 ,Playr) 二 0. 如 果 fEHD)， 
记 前 二 sup11 了 中 | : EEAP} ,那么 


[Pia) |SEM 守 ， (6) 
证 从 上 面 的 等 式 即 得 
pp ls | lala, 
ar| | ,一 Ga | "1 
j=1 


a OM mp A 
27)" ( 2X) | fr 一 用 7 pr 口 


7 


注意 ,因为 f 在 多 圆柱 PCa, x) 中 全 纯 , 由 定理 1. 2. 2 知道 ， 
+ Oe 


了 可 在 Plasr) 中 展开 成 荞 级 数 
(zy = > PD a) 【过 一 个) 一 Daz—a). 


实际 上 ， 不 等 式 〈6) 给 出 了 展开 式 系数 的 估计 
jl HDD GY 


1. 2. 2 Weierstrass 定理 

利用 Cauchy 不 等 式 可 以 得 到 一 个 用 上 的 模 来 控制 它 的 导数 
DD 了 的 机 的 不 等 式 、 先 引进 

定 妈 12.4 如 困 中 的 子 集 G 满足 ; fi CCPpi 0Gi) G 是 紧 
的 ， 就 称 G 相对 于 中 是 紧 的 ， 记 为 GCCAn. 

我 们 有 下 面 的 

定理 1.2.5 设 如 是 C" 中 的 域 , FE 五 (Q). 如 果 紧 集 下 及 
其 邻 域 上 满足 条 件 天 CGCCC 吕 ， 那 么 有 不 等 式 

supl (DA Cz) | sup|f (2) | ， (7) 

这 里 C, 是 与 下 ，G 及 a 有 关 的 常数 . 

证 因为 p 一 4(K,3G)>0, 所 以 以 下 中 任何 点 a 为 中 心 , p 
为 半径 的 多 圆柱 

P={te se) zs—a;| Ep, j=1, ", n} 

都 含 在 G 中 ， 于 是 ， 由 Cauchy 不 等 式 


lp a lsup If) TC. sup|f Cz)|. 


由 此 即 得 所 要 证 的 不 等 式 . 口 
不 等 式 “7) 很 简单 ， 面 且 还 有 许 几 启用 ， 下面 关于 函数 询 的 
Weierstrass 定理 和 和 正规 族 理论 都 要 用 到 它 . 
定理 1.2.6 (Weierstrass) 设 有 内 是 C" 中 的 域 ，{f;) 是 由 上 
一 列 全 纯 函 数 . 如 果 它 在 如上 内 了 闭 一 致 收 和 化 于 .六 那么 AE 五 (CQ)， 
面 且 (Dh) 在 吕 上 内 闭 一 致 收 仇 于 DD*f. 
» 10* 


证 对 于 任意 的 aE 如 ,我 们 证 明子 在 = 点 附近 能 展开 成 笑 级 
数 . 适当 选取 站 三 Co, ry 疡 使 得 B ta, p) 天 对 A 用 Cauchy 
积分 公式 : 。 
】 fe) 
3 [Te | ,) 
由 于 Him 有 G8) 一 f(4》 在 aP 上 一 致 成 立 , 在 上 式 中 命 & "oo， 即 
得 


ce EPla,p). 


1 


f(z}— Con 


| A gad,, EPla,pn). 
air | | (入 一 =，) 
1 二 1 
由 于 
1 Wi ~ 和 一 名 站 二 


T Ca + J=1 《六 一 GD 
i + 


JJ 


对 E&P 一 致 地 成 立 ， 因 而 有 


] | fadt dt, 
f(z)= D1 1 rT Tat eey 
+=1 


一 ,cs 《这 一 妾 7 

所 以 FE HD). 

对 于 任意 紧 集 天 CN， 取 其 邻 域 G， 使 得 下 CGCCA 因为 
G 是 紧 的 , 故 对 se>0, 存在 上 ， 当天 >> 襄 时， 有 sup|fi (2) — f(z)| 
<s. 于 是 ,由 定理 1.2.5 得 

sup 五 (太一 六 (zy 过。 sup [Fitz — F(x) |<C,e. 

这 正好 说 明 Df 在 人 上 内 闭 一 致 收 裔 于 上 ff. 口 

1.2.3 Montel 定理 

现在 把 单 复 变 中 的 正规 族 理论 推广 到 多 复 变 . 

; " li: 


定 闵 12.7 设 P=!( 记 是 域 QCC" 上 的 一 个 全 纯 函 数 族 . 如 
果 它 的 任意 序列 {fi) 所 六 中 一 定 包 含 - 一 个 在 中 上 内 闭 一 化 收 伍 
的 子 询 ,就 称 下 是 人 上 的 一 个 正规 族 . 

定居 1.2.8 设 Ff 二 {让 是 域 人 CC 上 的 一 个 全 纯 函 数 族 , 如 
果 对 任意 紧 集 天 己 人, 存在 常数 MM (K)，, 使 得 | (2) | 志 M(K) 对 
任意 的 x<EK 上 凡 fE 下 成 立 ， 斌 称 玉 是 局 部 一 致 有 界 的 . 

类 似 于 单 复 变 的 情形 ， 我 们 有 下 面 的 

定理 上 .2.9(Montel)y 设 品 荐 惰 中 的 域 ,只 上 的 全 纯 晒 数 族 
呈 是 史上 的 正规 族 的 充分 必要 条 件 是 王 在 只 上 局 部 一 致 有 失 . 

证 ”必要 性 ”如 梁 玉 是 介 上 的 正规 族 , 但 它 并 不 局 部 - 致 有 
界 ， 则 必 存 在 紧 集 久 CA， 使 得 . 

supt| ftz)| ;zzEKR, fEFY =~oo., 
因而 存在 EEF， sup | (Cz)|;: zE 天 ) 实 k&， 由 于 下 是 正规 
旋 ， 堆 必 存 在 {】 的 子 列 { 记 }， 它 在 有 上 内 闭 一 致 收 钱 于 /了 ， 
因而 存在 mm， 2 时， 在 天 上 存在 不 等 式 
[fe Crs) — F(z) | 1l. 
了 在 KK 上 当然 是 有 界 的 , 不 妨 设 |f(z) | 志 M (xzE 下), 于是， 当 > 
EK 及 Tu 时， 人 重 有 
| 六 (Cs 宏一 rz 十 | 委 邮 十 1， 

这 就 导致 吉 志 MM 十 1 的 矛盾 ， 

充分 性 i 任 取 {i} CF, 我 们 
证 明 必 能 从 {fi} 中 取出 一 个 子 列 ， 人 在 如 上 内 半数 收 全 为 
到 各 全 Re 由 定理 1. 2.5 得 


<0, sup [fi | SMK), 


2 局 部 一 致 有 界 ， 因而 池 ， 区 也 局 部 一 致 有 界 ， 把 六 的 实 部 、 


部 分 开 ， 分 别 应 用 中 值 公 \ 式 ， 便 知 {fr} 在 天 上 是 等 度 连 续 的 ， 
2 。 


sup 
Eas 


又 因为 它 在 天 上 是 一 致 有 界 的 ， 故 由 Arzela Ascoli 定理 ,能 在 
{fa 让 取出 在 丽 上 一致 收 伍 的 子 列 ， 为 了 能 在 {fi} 中 取出 在 如 
上 上 内 闭 -… 致 收敛 的 子 列 ， 取 一 列 紧 集 下,， 使 得 

天 1 人 下 
根据 上 面 的 讨论 ， 对 每 个 KK,， 均 能 从 {天} 中 取出 在 其 上 一 致 收 
似 的 子 列 ， 再 用 Canter 的 对 角 线 法 ， 即 可 取出 一 个 在 每 个 下 ,上 
都 一 致 收 伍 的 子 列 ， 这 个 子 列 在 各 上 是 内 闭 一 致 收 仑 的 ， 口 

t.2.4 Hurwitz 定理 

作为 这 - - 节 的 结尾 ， 我 们 把 单 复 变 中 的 Hurwitz 定理 推广 到 

定理 1.2.10 (Hurwitz) 设 只 是 C" 中 的 域 , 是 人 上 一 列 
处 处 不 为 0 的 金 纯 函数 ， 如 果 /在 旬 上 上 内 闭 -… 致 收 仑 于, 那么 
了 在 外 中 或 者 恒 等 于 0, 或 者 处 处 不 等 于 0. 

证 设 / 坟 0. 任 取 a€0， 我 们 证 明 f(a)* 0， 取 多 圆柱 
Pa 7) 所 由 ,由 取 数 a， …:，a, 和 以， 使 得 |a|<r，|4|<1， 手 
是 《an 十 aa， 2 十 ah EPla,r)CQ. 在 满足 上 述 条 件 的 wx 中 
选取 一 组 ， 使 得 

EOS=F taad, 2 十 
在 jj 和 1 中 不 恒 等 于 0， 这 一 定 能 办 到 ， 和 否则 上 了 在 已 Ca，r) 中 恒 
等 于 0， 命 

= fartad, “ee, Geo,d). 
于 是 ,加 在 | 名 之 1 中 内 闭 - - 致 收 黎 于 有 旦 不 恒 等 于 0. 由 单 复 
变 的 Hurwitz 定理 , 在 |4| 过 1 中 处 处 不 等 于 0. 特别 gC(0)30, 即 
fita}0. 口 


了 


$1.3 Hartogs 现 象 


1.3.1 Hartogs 现象 

设 五 是 复 平 面 C 上 的 域 , 7 是 请 上 的 金 纯 函 数 ， 如 果 存 在 域 
G 必 PD 和 G 上 的 全 纯 函 数 下 , 使 得 当 z€E DD 时 , FF (x) 二 f(z), 我 
们 就 说 五 是 了 在 域 C 上 的 全 纯 开拓 , 或 者 说 了 能 全 纯 开 拓 到 更 大 
的 域 上去， 

我 们 疝 , 是 否 存在 这 样 的 域 DCC, 在 其 上 的 每 一 个 全 纯 函 数 
都 能 全 纯 开 拓 到 比 DD 更 大 的 域 上 去 ? 管 案 是 否定 的 ;因为 对 3D 上 
任意 一 点 a, f(z) 一 -一 -是 DD 上 的 全 纯 阔 数 , 但 它 不 能 越过 a 开 
拓 出 去 ， 

但 是 在 多 复 变 中 出 现 了 一 种 奇怪 的 现象 ， 确 实 存 在 这 样 的 域 
CC, al 瑟 (2) 中 所 有 的 函数 都 能 全 纯 开 折 到 比 吕 更 火 的 域 
上 去 . Hartogs 首先 发 现 了 这 种 现象 , 故 名 之 为 Hartogs 现象 . 下 
面 就 是 这 种 现象 的 一 个 简单 的 例子 ， 

设 ”0<a，p8<1， 记 

(1 一 人 fs)EC zi<1，B to 一 1)， 
C= EC: jel<oa, |w 1}, 
. CG=GUG,, 
我 们 证 明 瑟 (C)? 中 每 一 个 函数 都 能 全 纯 开拓 到 比 G 更 大 的 单位 双 
圆柱 域 ， 


Ut= { Cz, ww) {zl [w|i1}. 
任 取 fFEH(GG), 它 当 然 也 是 Gl 上 的 全 纯 函 数 , 面 定 z (|z | 之 1)， 
则 ww 一 77(z,w) 是 图 环 A 之 |w| 达 1 中 的 全 纯 国 数 , 因 而 有 Laurent 
展开 式 


zz) 一 Daw, BAIw|<l, (1) 


业 一 = 


- Jd" 


这 里 


| Flytw dw dw, 
lwl=£ 


ppl, |z|<l. 
所 以 ai (z) 在 |z| 达 1 中 全 纯 . 另 一 方 
面 , 了 是 G: 中 的 全 纯 函 数 ， 当 固定 
zz 《|z| 二 a) 时 ,zs zw】 是 单位 
图 盘 | 世 | 过]1 中 的 人 金 纯 函数 ， 因 而 有 
Taylor 展开 式 图 1 


fers) = Dhl sles lwl el (2) 
由 于 (1)，(2》 两 级 数 在 GG, 中 相等 ， 所 以 
alte) = 天 一 0 士 1, 士 2，… 
因而 当 |z|<e 时 ,az)?=0 关 = 一 1, 一 2,…, 但 因 aa(z) 在 |z|<1 
中 全 纯 , 故 由 唯一 性 定理 得 
atKfz) 一 0 一 一 1]， 一 2，…，|=|<1， 


这 样 f(z,w) 一 3astz)ret 在 G 中 成 立 . 设 m(z) 在 |zj<1 
由 == 人 中 


a 2) = 


Xt 


中 的 Taylor 属 开 式 为 ef 一 y cor, 故 有 


je 


fz tw) = Dy cer 《3 


在 G 中 成 立 . 因为 (3) 有 端的 二 重 级 数 当 |z| 达 1, 之 wj 之 1 时 
收 敏 ， 故 由 命题 1.1.1 知道 , 它 在 |z| 之 1，|w| 过 1 中 收 黎 ， 今 定 
义 

Flz,tw) = 》 curt, 


j= 


它 是 U7 中 的 全 纯 函 数 ,县 在 G 中 下 二 了 ,因而 它 是 了 在 Ur 中 的 全 
纯 开 折 . 


s js" 


1.3.2 全 纯 函 数 在 Reinhardt 域 上 的 展开 式 

为 了 进一步 说 明 Hartogs 现象 ， 我 们 给 出 全 纯 澳 数 在 Rein- 
hardt 域 上 的 殿 开 式 . 

定 关 1.3.1 设 吕 是 C"” 中 的 域 . 如 果 对 任意 〈z，……，zo) 所 
站 及 a, RR 表示 衬 数 城 ) 司 有 {ez eg) 蕊 旧 ， 
就 称 如 六 Reinhardt 城 . 

例如 多 圆柱 、 球 以 及 上 例 提 到 的 域 G 部 是 Reinhardt 域 . 

定理 1.3.2 设 虽 是 C* 中 的 Reinhardt 域 , 则 上 任意 全 纯 
函数 了 必 有 如 下 的 Laurent 展开 式 

fz}= DY a’, 4) 

这 里 吉 二 as a 人 J 二 1， Nn) (Z 表示 金 体 整数 
所 成 的 集合 )， 该 级 数 在 总 中 内 朵 一 致 收 侣 ， 旦 as 由 f 所 唯一 确 
证 ， 

证 ”我们 先 证 ， 如 果 (4) 在 吕 上 内 闭 一 致 收 侣 ， 那 么 wa 由 
了 上 所 唯一 确定 . 事实 上 , 取 zo 拟 吕 ， 要 求 世 的 每 售 坐 标 z 关 0 对 
于 这 个 固定 的 记 ， 取 * 一 (ent ，…，eory， 则 =E 吕 于 是 


1 1 > ， : a 
file Fire, wos 和 = A te hn rh a] 十 1 


a 
两 端 飞 以 e 0 并 分 别 对 有 pp 有 在 0。、27r] 上 积分 
得 
] 1 


下 它 可 
CZ)” rw | 加 | (zole ,oe te) ee Mt tm dd dd., 


故 ae 由 上 了 所 唯一 确定 . 
现在 证 明 (4}) 成 立 . 取 定 元 ER, 由 于 吕 是 Reinhardt 域 , 故 
可 取 ss 充分 小 ， 使 得 
G fw, 8) = 人 和 人 | 一 EC 二 
客 在 只 中 . 这 是 因 为 对 村 任意 的 zE Gv 5， 有 |1z;| 一 ja 去 
* jo* 


et J 一 1 命 z ,一 ez,， 当 然 有 

[ze ;| ow | | 11, 用. £3) 
适当 选 样品 ， 可 使 argz ,二 argw,， 十 是 (5) 亚 成 |z ,一 mo 川 所 5 
一 1，…，m， 内 为 有 由 是 域 ， 取 充分 小 ,可 全 (sz 
和 中， 国 办 有 是 及 einhardt 域 ， 玻 z 盛 位 注意 Gtwyt) 是 nn 个 加 
环 的 拉 扑 积 , 对 子 的 每 个 变量 分 别 用 单 复 变 中 的 Laurent 定理 ,可 
得 

f(z2)= SV arw)e’, ZE Clrw,E), 


它 在 字 的 舒 域 中 一 致 收 襄 .不 礁 证 明 ,， 4。(zw) 实际 上 和 ow 无 天. 
为 此 ， 取 ww EGtw,e)， 问 样 有 
flz)= Par Ja, zsEGUw' ,Ee'), 


申 上 面 证 明 的 a 的 唯一 性 知道 esfro) 一 aero ) ,aEZ', 这 就 证 明 
了 akmw) 在 一 个 局 部 范围 内 是 一 个 第 数 ， 利 用 如 的 连通 性 便 知 
asfro 一 4 在 站 上 成 立 ， 因而 

fiz) 一 > a 


在 如 中 每 一 点 的 邻 域 中 一 致 地 成 立 ， 因 而 在 总 中 内 闭 一 致 屯 成 
YL, 口 

从 这 个 定理 可 得 下 而 很 有 用 的 定理 . 

定理 1.3.3 设 只 旦 它 中 的 Reinhardt 域 . 如 果 对 每 个 了 (7 
一 1，…， mm， 下 中 都 有 第 了 个 坐标 为 0 的 点 ,那么 每 个 JE 五 (2)， 
都 有 震级 数 展开 式 : 


f(z)= > uszo， (6) 


它 在 入 上 内 闭 一 致 邮 成 和 并. 
证 ”根据 定理 1.3.2， 了 有 ELaurent 展开 式 


f (z) = daz'. (7) 


如 果 存 在 这 样 的 a= a，…:, oa)， 其 中 某 个 a 是 仙 整 数 , 而 对 应 
的 xs 关 0, 在 避 中 取 第 个 坐标 为 0 的 点 z 中 ， 则 (7) 对 z 中 不 能 
成 立 ， 这 不 可 能 .因而 上 有 a 一 0。 于 是 (7?) 就 是 每 级 数 〈6)， 
口 
因为 章 位 球 B, 满足 定理 1. 3, 3 的 条 件 ， 帮 有 如 下 的 
推论 1. 3.4 每 个 FE 五 (5 都 有 震级 数 展 开 式 


f(z)= >oacz vsE B,. 
上 面 这 个 展开 式 也 可 写 为 


f(z) = > Das"= DP, 


=0 |a|=t 


这 里 Pi(z) 二 ax’ 是 zy,…，z, 的 上 次 齐 次 多项式 ， 称 它 为 了 了 


ps 
在 B. 中 的 竟 次 展开 式 . 

从 定理 1. 3.3 还 可 得 到 下 而 的 全 绰 开 扼 定理 . 

定理 1.3.5 设 吕 是 中 的 Reinhardt 域 . 如 果 对 每 个 了 (i 
一 1，…，?)y 站 中 都 有 第 了 个 坐标 为 0 的 点 , 那么 每 个 了 E 五 (OO) 
都 能 全 纯 开拓 到 域 


向 一 fp 一 《pz rs PRs) 1 (2 i) EDN, OPEl, 
一 1 ，…， 拓 | 
证 根据 定理 1. 3.3， 和 在 口中 有 至 级 数 展开 式 
ftz) 一 Sax”, < 地 二 


任 取 wE 2 ， 拉 定义， 存在 = 后 号 及 0 委 pP 委 1，j 一 1，…，， 使 

得 ww; 二 pjzyt 7 二 1 ns 因而 lw,| 志 1z;l， 岂 于 Da 收 敏 , 由 

命题 1.1.1，> anw' 收 化， 和 县 在 0 中 内 闭 一 致 收 伍 ， 现 在 定义 
» 13* 


Fw) = > yaw’, 让 三 人， 
则 天 后 挟 (人 ) 且 下 | 一 六 所 以 下 基 了 在 从 上 的 全 纯 开拓 . 


推论 1.3.6 设 0<r< 过 RR， 

N={(gs ss pa) | | RR}, 
每 个 f€E 电 (路 必 能 全 纯 开 拓 到 球 B00, RR)，: 
je 二 | RR. 

证 ”利用 定理 1.3.5 即 得 ， 

推论 1. 3. 6 又 给 出 了 一 类 发 生 Hartogs 现象 的 域 . 由 它 还 可 
得 到 一 个 和 单 复 变 中 有 本 质 不 辣 的 事实 ， 在 单 复 变 中 ,全 纯 函 数 
的 零点 一 定 是 孤立 的 ， 可 在 多 复 变 中 恰好 相反 ， 

定理 1.3.7 设 避 是 C"” (n>1) 中 的 域 ，FE 五 CD)， 那 么 了 
在 如 上 的 零点 一 定 不 是 孤立 的 ， 

证 如 果 <ED 是 了 的 一 个 白 立 零点 ， 这 意 蛛 着 存在 以 ea 为 
中 心 ， 充 分 小 的 正 熬 为 半径 的 球 B(la,a)CD,f 在 Bta, 8) 中 内 
了 a 以 外 不 再 有 其 它 的 零点 ， 命 

1 
EC) = Fz)? 
则 g 在 Bla,e) 一 B[a， 三 | 中 全 纯 , 由 推论 1. 3. 6,8 必 在 Bla，s) 
中 全 纯 ， 因 而 fla》 关 0， 这 是 一 个 也 盾 . 口 

1. 3.3 全 她 域 

推论 1. 3.6 只 是 一 个 更 一 般 的 定理 的 特殊 情形 , 在 第 四 章 中 ， 
我 们 将 证 明 下 面 的 结果 入 定 理 4. 6. 5); 

设 n>1, 人 0 是 C" 中 的 域 ,下 是 人 中 的 紧 集 . 如 果 电 一 久 是 连 
通 的 ， 那 么 每 一 个 0 一 KK 上 的 全 纯 函 数 都 可 全 纯 开 本 到 介 上 去 ， 

由 此 看 来 ，C" 中 有 相当 一 部 分 域 都 会 发 生 Hartogs 现象 ， 那 


么 是 不 是 C"(n>>1) 中 每 个 域 都 有 Hartogs 现象 昵 ? 当然 不 是 . 
站 19 吉 


全 


定义 13.8 设 吕 是 上 中 的 域 . 如果 不 存在 比如 更 大 的 域 
0 C0' 沪 N02 关上) ,使 得 百 (9) 中 每 个 也 数 都 能 全 纯 开 拓 到 人 2 
” 上去， 就 称 2 是 全 纯 域 . 

二] 时 , C 中 所 有 的 域 部 是 全 纯 域 . n 汗 1 时 , 什么 祥 的 域 是 
全 纯 域 ? 

定义 1.3.9 设 恒 是 C" 中 的 城 , 如 果 对 任 辣 点 YE 旨 ， 都 存 
在 一 个 通过 “的 实 超 平 面 急 ,使 得 急 与 吾 仅 在 上 处 相交 即 甸 站 
们 一 尼 )， 就 称 日 是 欧 氏 同 域 . 

我 们 有 下 面 的 

定理 1.3.10 CC 中 的 欧 摊 凸 域 一 定 是 全 纯 域 . 

证 设 从 是 C* 中 的 欧 氏 凸 域 , 故 对 22 上 每 一 点 4 存在 一 个 
过 的 起 平面 @, 它 忆 人 旨 只 在 8 钼 相交 ， 不 妨 设 5 二 0， 则 过 的 
超 平 面 可 写 为 

好 1 十 五 YI 十 十 GT 十 到 一介 . (8) 


记 c 二 a 一 旋 ，z, 二 ZX, 十 1y)， 则 (8》 可 写 为 Re( 2 cx) 一 0. 命 
i= 


g(z) 一 cz: 易 知 g 在 介 中 没有 零点 ， 因 车 有 twENn， 使 得 


# (tw) 一 0; 则 Reg (w) 一 0, 这 等 于 说 (8) 通过 za 点， 这 与 妨 的 取 
法 相 蔬 盾 . 因而 


1 
Atz) = 


姑 呈 中 的 全 纯 盘 数 ， 但 它 不 可 能 通过 边界 点 了 全 纯 开 拓 0 出 去 . 
时 | 
显然 ， 这 个 定理 的 道 是 不 成 壮 的 ， 即 全 纯 域 不 一 定 是 欧 氏 号 
域 , 这 在 x 二 1 时 就 有 大 二 的 反例 . 因此 , 全 纯 域 是 比 欧 氏 凸 域 更 
为 广泛 的 一 类 域 . 如 何 给 出 全 纯 域 的 特征 是 多 复 变 理 沦 由 一 个 重 
要 的 基本 问题 ， 我 们 将 在 第 五 、 六 两 章 中 讨论 这 个 同 题 . 
+ 20 + 


3 1.4 球 和 球面 上 的 积分 


1.4. 1 积分 的 极 坐 标 公式 
设 吉 w 是 RY 一 CC 上 的 Lebesgue 测度 ， 己 知 


ma B,) = 
721. 
今 在 CC 中 引进 测度 名， 使 得 .CB,) 王 ]， 它 各 的 关系 为 


mo = yy,. (1Y 
1 


C” 人 aB, 上 的 Lebesgue 测度 记 为 -1， 已 知 


和 (3B 一 一 一 一 1 在 9B, 上 引进 测度 6, 使 得 5 (a38.) 一 1 , 它 


(2 一 
和 和 的 关系 为 


2 
(有 二 11 


在 不 竹 引 起 混乱 的 情况 下 , 我 们 将 把 38,、B。、o。、 和 vw 简 记 - 
2B、B、 og 各 9. 

下 面 的 极 举 标 舱 分 公式 在 今后 的 讨论 中 常 要 用 到 . 

定理 1.4.1 如 果 了 使 下 式 中 的 积分 有 意义 ， 那 么 


| fadv, = 2n 上 | rodac， (3) 
日 : 


A 1 一 C2) 


证 记 z, 二 ZX 十 iyj， j 二 1，…，n。 引进 极 坐标 : 
T=rcosd, y=rsingcosd,, Te—rsind.sinfcosd, -',， 
全 一 上 Sn 和 sind, "sin, _ Cost ， 
一 Pi singd,..sSind, )， 
其 中 0 过 ， 0 1 之 2x， 则 有 
can 一 站 sin sin®” Osind,, oddrdd dadd,rrdd,,_l, 
dA 1 全 Sn ‘Osin™ nc， 
» 2]. 


其 中 < 二 rt ，LE 38,， 因 而 得 dns(z) 一 radrdh lt)， 于 是 
nn! 
| wl ” 和 | cf dsm 
一 于 | rar | fb dh 8) 


一 3 | mr | etaeG， 吕 


用 pB 记 C" 中 以 原点 为 中 心 ，2 为 半径 的 球 ， 如 困 积 分 区 域 
是 pB,， 那 么 用 公式 (3》 可 得 


| fdy, = an| rd Fre ado.), (4) 
2B。 说 ， 


1, 4.2 球面 上 积分 的 几 种 表示 
设 耻 是 定义 在 B, 土 询 硝 数 ， 如 果 它 县 依 赖 于 之 1 ”9 诈 
上 个 变数 ,1<k<n, 那么 利用 定理 1. 4. 1 可 把 | ，J4o. 化 为 低 维 球 
B, 上 的 积分 . 
定理 1.4.2 设 厂 只 依赖 于 mm ，… ，z，1<k<a， 那 么 
| fdo, = 


" J |, fena wha cw) (5) 
证 记 10) = fi fam0 < ;之 co, 由 (4) 得 
I(r) = ae 人 f at)da.tt). 
对 r 求 导数 ， 并 命 7= 二 1 得 
an = 2j .7 Cdot). (6) 
另 一 方面 ， 由 于 pB,, 的 体积 为 FyP"””， 所 以 


1tr) = | ,fdr 


= 全 | Frwy rr 一 | 到 |) 人 akfeo 
A ra, {x — 上)! 
n 


由 


| Fy Cr — wl) dv Cw) 


[nn 
一 2 


[ea 了 CC _ tn do Ck), 
由 此 得 


站 GD) = 4kCn— 3 “| al, (1 #1 ft dot) 


一 2(n 一 x)| "| | fw) 一 wl" dy (Cw). 攻 


比较 (6) 和 《7) 即 得 〈52. 口 
在 定理 1.4, 2 中 取 天 一 * 一 1， 可 得 
推论 1. 4.3 如 果 了 中 不 含 z,， 那 么 


|, fdo = |， _ Go 
定理 1.4.4 下 面 两 个 恒等式 成 立 : 
@ fao, = | sc | fda 


ii) | .ran — WE 去 | feb) do, 


这 里 如 王 (bl,, may $1). 
证 由 Fubini 定理 ， 


| aoc > 二 | 7 (et de = 去 | ao。 feEyda, ty, 


命 ?=e 吃 ,由 m 的 旋转 不 变性 得 do. (二 don (8). 
所 以 上 式 右 端 为 
| 


| f PdonD = | feDdoD. 
NT. 踢 , 80. 


由 此 即 得 6G)， 为 了 证 明 5iy， 先 用 上 面 的 证 明 方 法 可 得 

| fae = | dc 起 | fe eb 
一 以 上 面 的 内 积分 实际 
FF 只 依赖 半 利用 推论 1. 4.3 即 得 (G1).， 口 


定理 .#4. 5 设 导 -一 Co, a Rs B= {as isis .2 郁 是 名 
量 指 标 ， a, 宇 0， 记 守 0，j 一 1]，……,，n. 


(iD 如 果 a 关 B, 那 么 | Edalt) = 0; 


cii | leaade 一 yr 


证 (0) 不 妨 设 a8 记 卫 人 一 PF， 利用 定理 1. 4. 4. 
(iiy， 这 时 内 积分 


去 | ft tad = Ba) roadg=0， 
因而 上 成 立 ， 
Gi) 傅 了 一 | leser aake)， 实际 上 ,被 积 函 数 是 


TT1z%1* 。e-"“" ,把 上 面 的 积分 按 变 基 分 下 可 得 


7 一 IJ Midm (a) = sal, C8) 
了 一 A |z°|Ie- dy, (2) 
再 1 Je 


2 ~ 21al 二 So 一】 一 rz | 2 
mis) ” e "dr ole 1 ae) 


可 
-二 1tieD han 9) 
中 吕 +* 


比较 (8)，(9)， 即 得 〈ii)， 口 
定理 1.4.6 设 a， 8 都 是 多 重 指标 . 
fi 如 果 wxs 户 ， 那么 | zsdv(z) 一 人 0; 


1 交 | 


fiiy》 | ifzavczy 一 Tale 
证 利用 极 坐标 积分 公式 ,把 球 内 的 积分 化 成 球面 的 积分 , 然 
后 利用 定理 1.4.5 即 得 所 要 证 的 公式 . 口 


3 1.5 次 调和 国 数 和 Hartogs 定理 


在 这 一 节 里 ， 我 们 首先 介绍 次 调和 函数 的 概念 ， 然 后 利用 次 
调和 函数 的 理论 来 证 明 §$ 1. 1 中 提 到 的 Hartogs 定理 . 

1.5.1 单 复 变 数 次 调和 函数 

我 们 先 从 单 复 变 数 的 情形 说 超 . 

定 光 证 5.1 设 吕 是 已 中 的 域 ， 如 果 刀 上 的 实 函 数 xD- 
RU (一 ce 《aaE-co) 满足 ， 

(i) 世 是 上 半 连 续 的 ， 

(ii) 对 任意 以 a 为 中 心 , r 为 半径 的 闭 圆 盘 吕 (ay r) C0, 有 
不 等 式 


a) 太 去 | zca 十 re"Yadg, 
就 称 上 是 号 上 的 次 调和 函数 ， 
所 谓 z* 在 如 中 上 半 连 续 ， 是 指 对 吕 中 每 点 a 有 


lim ul) uta). 


从 定义 1.5.1 马上 可 以 得 到 ,每 个 调和 函数 必定 是 次 调和 的 ， 
次 调和 函数 有 下 面 一 些 基本 性 质 . 
命题 1.$.2 设 zx 是 C 中 的 域 有 上 的 次 调和 遂 数 ，? 是 及 上 
递增 的 凸 函 数 ， 那 么 P。x 也 是 呈 上 的 次 调和 函数 . | 
+* DH" 


证 因为 zz 是 次 调和 函数 ， 故 对 任意 五 ar) 己 站 ， 
ula) 去 | vda 十 re Yad, 
又 因为 是 递增 的 四 冰 数 ， 所 以 
gx(e) eq 去 | za 十 FredycB 


< 去 | gua 十 re“ 7d0， 
从 9 的 递增 性 和 连续 性 知道 , gw 是 上 半 连 续 的 , 所 以 yp。w 是 次 
调和 的 . 口 

为 了 给 出 次 调和 朱 数 的 极 值 特征 ， 我 们 引入 

定 半 1.5.3 设 届 是 C 中 的 域 , 是 口上 的 实 值 函数 ， 如 果 
对 任意 域 GCCD， 有 

ul2)suputs), zo 
就 称 极 大 值 原理 对 成 立 . 

显然 极 大 值 原理 对 人 2 上任 一 实 值 调和 函数 成 立 . 

命题 1. 5. 4 JCC 上 和 任 一 二 次 连续 可 微 的 实 值 函数 x， 如 果 
满足 Ar 莹 0， 那 么 极 大 值 原理 成 立 . 

证 先 设 对 疙 上 每 点 都 有 Ar>0， 如 果 极 大 人 原理 不 成 立 ， 
那么 存在 域 GCCD, w 在 G 上 的 最 大 值 必 在 G 的 内 部 基点 zo 达 
到 . 记 z 一 z 十 Doy gD 二 (xo1f), 则 gg 在 :=wyo 处 有 极 夫 值 , 所 
以 SE (so ) gr" (xm) 所 0 同 理 3 (%) 之 0, 因而 
Aulzo) 夸 0， 这 与 假定 Au>0 记 盾 . 

现在 设 Ax 守 0, 命 w.(z)= 二 wu(z) 十 |z|:， 这 里 se>0 是 任意 一 
个 正 数 ， 于 是 Anx:(s) 一 Ar(z) 二 4e0， 故 极 大 值 原理 对 ze 成立， 
于 是 

u{z) =lim ule lim(suputs)) =—=suputd). 
即 极 大 值 原理 对 4 成立， 吕 
* 2F. 


定理 1.5.5 设 上 是 上 中 的 域 . 各 上 的 连续 实 值 函 数 * 是 癌 
上 的 次 调和 函数 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任意 域 GCCHR 及 任意 在 
上 上 连续 、 在 G 内 调和 的 实 值 函数 上 ， 如 果 zz)<h(z) 在 3G 上 
成 立 ， 那 双 在 GG 内 也 有 #(z)< 所 hh(z). 

证 必要 性 ”如果 #(Czo) 半 htzo) 对 某 个 zEC 成 立 ， 命 
1 王妃 一 由 则 za(Czo)20， 因为 -wi 在 CC 上 连续 , 故 在 如 上 达到 它 的 
最 大 值 MM. 记 EE 二 {xzEG!w(tz)= 二 MY. 因为 在 G 的 边界 上 所 0， 
所 以 aa 的 最 大 值 只 能 在 G 中 取 到 . 因此 E 基 司 中 的 紧 子 集 . 今 设 
a 是 碧 的 一 个 边界 点 ,于 是 有 r+>0, 使 得 D(a,r)CGo, 但 Pla, r) 
的 边界 上 必 有 某 眉 弧 不 在 EE 中， 因而 


wa 一 本 > 让 | (a + re do. (1) 
另 一 方 而 , 和 分别 在 G 中 次 调和 和 和 调和， 因而 有 
uta) < 2 | ua 十 redp， 


ha) = 直 | na + re*)ag, 
由 此 即 得 
2 (as 工 | 中 (atre do 
1 ox 4 1 re 下 


这 和 (1 矛盾 . 
充分 性 ”和 任 取 Bla,r)Cn, 那 么 存在 圆 盘 Dla,r) 中 的 调 各 函 
数 天 , 它 在 圆周 上 和 x 一 臻 .于 是 由 假定 xtz) 扎 h(z) 在 圆 内 成 立 . 
这 样 ， 

ula) hla) 一 二 | hla + re')do 


2 | (a re Yad. 


所 以 & 是 次 调和 网. 口 
* DF 


定理 1.5.5 的 一 种 等 价 说 法 是 : 要 使 4 是 如 上 的 次 调和 哺 
数 ， 其 充分 必要 条 件 是 ， 极 大 值 原理 对 ww 一 成立 . 

实际 上 ， 从 定理 1. 5.5 可 以 看 出 ， 次 调和 函数 是 凸 函 数 概 念 
存 平 面 上 的 推广 ， 上演 实 上 ， 如 果 把 信 半 一 0 看 做 一 维 的 Laplace 方 
程 , 那么 这 个 方程 的 解 x 二 ax 十 b 便 是 一 维 的 调和 函数 . 而 到 函数 
是 在 任 一 区 间 的 两 个 端点 和 --“ 线 性 函数 有 相同 的 值 ,在 区 间 内 部 ， 
它 不 超过 这 个 线性 函数 ， 把 区 间 换 成 平面 上 的 区 域 ， 线 性 函数 换 
成 二 维 调 和 郴 数 ， 那 么 凸 函数 就 是 这 儿 是 义 的 次 调和 郴 数 . 

作为 这 个 定理 的 ~- 个 应 用 ， 我 们 有 

定理 1. 5.6 设 w 是 单位 图 盘 U 中 的 连续 次 调和 函数 ， 命 


1 
m (ry 一 2 元 | ure ad, rl1， 


那么 mlr) 是 的 非 降 函数 . 

证 设 0<r<r<1， 存 在 辆 盘 忆 10,， 盖 ) 上 的 调和 畏 数 五， 
它 在 网 周 上 和 za 一 致 . 由 定理 1.5.3, 在 万 50, ra) 中 有 4 所 有， ， 因 
而 


2 mT 
mt{(r 才 一 寺 | urie do < 去 | hlre nas = h(i) 


2 .0 
去 jh (re )dd = 并 | utrie®) de 一 mm(trs). 品 
下 面 给 出 两 个 具体 的 次 调和 函数 . 
命题 1.5.7 设 f 是 域 吕 上 的 全 纯 函 数 ，f 计 0, 那么 log| 了 | 
和 | 了 |*，0<p 二 co， 都 是 人 2 上 的 次 调和 函数 ， 


证 容易 知道 , log | 了 | 是 上 半 连 续 的 . 任 取 图 盘 石 (ay r) 吃 
她 ， 我 们 要 证 明 


am 
log | F(a}| 己 去 | log | fla re”) | 2) 


如 果 (a) 二 0, 那 么 log|fla) | 一 一 上。20，(2) 显然 成 立 ， 令 设 f(a) 
a OR. 


x0，7 在 五 (a，r) 中 也 没有 其 它 堆 点， 那么 通过 直接 计算 知道 
log | 六 是 五 4a, >) 中 的 调和 函数, 因而 它 是 次 调和 的 . 现 若 了 在 
Da 站 中 有 零点 刀 ，w，zn 重 零点 按 重 数 重 复 计 数 ,根据 Jensen 
公式 ， 


™ 2 本 _ 
log| f(a)| =— Dlog [二 十 去 | JoglAce 十 reo1dg 
上 二 ] 


[a 一 人 | 


< 去 | log If (a + re*) a. 


这 就 荐 2). 这 就 证 明了 log | 下 | 的 次 调和 柱 . 

因为 史 归 一 扩 是 增 吉 的 凸 陋 数 , 而 

[IFl*=e*™ =pllog|f 1), 

故 由 命题 1. 5. 2, | 870<<co) 是 次 调和 的 ， 

对 于 二 次 连续 下 微 的 菌 数 ,次 调和 性 有 更 简单 的 特征 . 

定理 1.5.8 设 z 是 域 DCC 上 二 次 连续 相 微 函数 ,那么 wx 是 
次 调和 函数 的 充分 必要 条 件 是 A 之 0 在 旧 内 处 处 成 立 ， 

证 充分 性 设 Aw 实 0 在 从 内 处 处 成 立 , 记 是 域 GCCNn 上 
的 调和 函数 ,于 是 在 G 上 有 

A(u—h) = An>0. 

由 命题 1. 5. 4, 极 值 厌 理 对 ww 一 成立, 再 由 定理 :1.5.5 其 知 w 是 
次 调和 函数 . 

必要 性 ”如 果 存 在 aEN, 使 得 Auta)<0, 则 有 a 的 一 个 邻 域 
Ua) Autz)<0 对 xzEU(a}) 成 立 , 于 是 一 Au(z)>0 在 U(a}) 成 立 . 
由 充分 性 证 明 的 结果 ,一 w 是 UCa) 上 的 次 调和 函数 ,因而 w 的 平 
均值 公式 在 Ua) 中 的 任意 小 贺 鼻 成 立 , 所 以 a 是 Ua) 中 的 调和 
函数 . 于 基 Au (la) 一 0 这 和 假定 Auske) 一 0 矛盾. 因而 Aw 之 0 在 内 
中 处 处 成 立 ， 口 

1. 5.2 多 复 变 数 次 调和 函数 

现在 把 次 调和 函数 的 概念 推广 到 多 个 复 变 数 的 情形 . 

* 0. 


定义 15.9 设 电 是 上 中 的 域 ， 如 果 总 上 的 实 值 函数 &: 总 
一 及 LU {一 co} (x 坊 一 oo0) 满足 ; 

(i & 是 上 半 连 续 的 ; 

(ai) 对 任意 以 a 为 中 心 ， r 为 半径 的 闭 球 a 十 +BCAN， 有 不 等 
式 


uca) < | uc + rodoct) (3) 


就 称 &# 是 中 上 的 次 调和 函数 . 
如 果 在 (3) 中 以 tr _ 00 太志 1) 换 ~， 两 端 乘 以 241*!， 并 对 
t 在 区 间 (0，1》 中 积分 ， 那 么 由 定理 1. 4. 1， 即 得 


wa) < | ue 二 rejdv(z), (4) 


这 样 我 们 得 到 

命题 1. 5- 10 ”如 果 & 是 域 QCC" 上 的 次 调和 函数 , 那么 对 任 
意 BCa,r}CON,(4) 成 立 ， 

从 命题 1. 5.7 即 可 得 到 下 面 的 

命题 1.5.11 设 0 是 C" 上 的 域 ， /EHCOD)，f 二 0， 那么 
log|f 和 |f|* (0<p<cc) 都 是 人 上 的 次 调和 函数 . 

证 任 取 BB(a,r)Cn, 再 取 玉 >>r， 使 得 Bla,R}CnN. 在 单位 
球面 上 取 定 $5， 那么 单 复 变 数 4 的 函数 f(a 十 尖 ) 在 14|<<R 中 全 
纯 ， 由 命题 1. 5. 7, log| fla 十 花 ) | 是 | < 之 R 中 的 次 调和 沙 数 ， 因 
而 


log| (a) |< 去 +: log | f Ca +rest) |dp, 
两 边 对 5 在 站 上 积分 ， 并 利用 定理 1. 4. 4(i) 得 
log If (ol<|, dab) -| log if Carewt) [ab 
_f oer tla, 


所 以 logl7 jj 是 马上 的 次 调和 函数 ， 由 于 命题 1.5.2 在 C* 中 也 成 
站 


立 ， 可 以 用 证 明 命 题 1. 5. 7 的 方法 证 明 |f1* 的 次 调和 性 ， 0 

1. 5.3 关于 次 调和 函数 的 Hartogs 定理 

下 面 的 定理 1. 5. 13 在 证 明 Hartogs 定理 时 将 起 关键 的 作用， 
在 证 明 它 以 前 先 证 明 一 个 简单 的 事实 ， 

命题 1. 5. 12 ”如 果 声 和 wz 都 是 域 2CC* 上 的 次 调和 函数 ， 
那 必 ww 二 maxtwuiswz) 也 是 人 上 的 次 调和 应 数 . 

证 对 任意 zaEPata) 等 于 吉 (a) 或 wota) 所 以 对 于 任意 的 
呈 (ar 忆 只 ,有 


ua) =—u,(a | watrt) dab) | nla +rtydelt), 
因 面 & 是 次 调和 的 口 

现在 可 以 证 朋 

定理 1.5.13 (Hartogs) ” 设 和 内 是 CC 中 的 域 , {sa} 是 号 上 一 
列 次 调和 应 数 ，a，B 是 两 个 实数 ， 如果 {ww} 满足 ， 

C1) Wi), 二]， 2， ts 总 

(GD ,lire Cz) sa, z 全 0， 
那么 对 器 中 任意 的 竖 集 KK 及 >0, 存在 仅 与 天 及 上 有关 的 点 ,使 


得 当 有 > 时 ， : 
了 tt 人 < 人 十 二 
对 所 有 =z 红 天 成 立 ， 
证 ”如果 a 宇 8， 结 论 是 显然 的 . 今 设 ae<<pB， 俞 
wz)—maxla,u(2)), {5) 


则 由 命题 1. 5. 12, witz) 是 人 上 的 次 调和 函数 ， 且 a 所 vi (xz) 所， 
而 由 ) 知 ， 对 每 个 x 二 旭 均 有 


limvws (2) 一 人。 (6) 
现在 要 证 明 , 在 任意 紧 集 下 CN 上 ,上面 的 收 全 是 一 致 的 .为 此 ， 
钙 gg 二 sup {UE Hit1? ‘0, 则 PF 且 as,p, limg, (2) 


ss 可 了 。 


二 a (=< 扣 吕 )， 取 定 中 中 的 紧 集 天 ，-- 定 存在 ~>0， 使 得 对 任意 
g 允 民 ， 均 有 呈 (zr 慷 吕 . 命 


下 全) =| eice+royarteo) +4 所 天 ， 
则 电 控 制 收 误 定 理 ， 


limAh, C2) =| limg, (zr dvirw) 
是 一 = 下 是 -= wa 


- | dn =a. 《7) 
另外 共有 之 Br 易 知 各 六 和 从 eg 妥 有 知道 玉 是 天 上 的 连续 
靖 数 ,这 是 因为 当 x 和 = 越轨 近 时 ,号 (z,，r) 和 请 (z',-r) 这 两 个 
球 重 合 的 部 分 也 起 大 , 因而 所 (z)} 和 如 (x') 之 差 越 小 ， 现在 根据 
Dini 定理 ,，(7) 中 的 收 敏 在 天 上 是 一 致 的 . 由 ww 的 次 调和 性 ,用 
命题 1. 5. 10 即 得 


oz) 去 | m Gt re) dv) | gutrw) drew) =h,(z), 


zeEK. 
所 以 当 > 和 时 ,在 天 上 有 
vhs, 
再 由 《5》 妈 得 
Wale Eo eI E, Ek, EK. D0 
这 个 定理 除了 在 证 明 Hartegs 定理 1.5, 14 时 要 用 外 ,我 们 还 
将 用 它 来 证 明 关 于 由 齐 次 多 项 式 构成 的 级 数 的 一 个 重要 性 质 〈 定 
理 1. 5.19). 
1.5.4 关于 全 名 孙 数 的 下 artogs 定理 
现在 来 证 明 $ 1. 1 中 提 到 的 Hartogs 定理 . 
定理 1.5.14 (Hartogs) 设 介 是 C' 中 的 域 ， fF: 人 0 一 C 是 定 
义 在 上 的 函数 .对 于 aEC" 定义 CC 中 的 域 
fs— {tzEC (aa zo Qjtis 7 4s) EN) 
面 32 本 


及 人 0,.: 上 的 示 数 
Fats}= Ff as ns ys Fs gpl? rs dn)s 
如 果 对 任意 a€EC" 及 j=1y yn, 下 EE 日 (D0) ,那么 TE HUD). 
我 们 通过 下 面 四 个 引 理 来 完成 定理 的 证 明 ， 


引 理 1.5.15 设 吕 一 王 一 TIpce，”) 是 一 个 多 圆柱 如 果 


; PC 满足 定理 1.5. 14 的 条 件 ， 而 且 了 在 巨 上 连续 ,那么 了 在 
人 


证 记 = CH), Wi bn)+ 先 证 明 当 veE TTapCas,r)， 


J 于 1] 
zi 人 Dla,orn) 时 ， 有 公式 


fC vs) = Pa. 


ZTEJ | =r 


事实 上 ， 当 z 一 《2319 "Ts Za 1 € | [Da,, ri) 时 ， fiz' ys) 是 


z+=l 


D (oa ro) 中 的 全 纯 函 数 , 由 连续 性 limf (w z") 一 /C5 ,x,) 对 
zn 在 DD las Tr) 中 内 财 一 致 成 立 ， 因而 由 定理 1.2.6, (5' sy) 
在 石 (ar) 中 全 纯 ， 日 在 五 (ar ) 上 连续 ， 因 而 由 单 复 变 的 
Cauchy 积分 公式 ， 上 式 成 立 . 同样 道理 ， 
人 
1 | fF (bi ,bls Zn) 


2 


he 一 1 一 an 一 1 {= 


把 上 面 的 ACW ,zx 代 进 来 ， 即 得 

‘yl. 

ie, 二 | Eis 全 an 一 1] 4 za) 一 27 

。 f (ea ， "ps bz 5 1， oD, 
Eg —a. |_， 【一 2 (bz,) 


| 本 一 】 1 = 


dé,— de. 


重复 上 面 的 过 程 ， 即 得 
。 33。 


1 /8) 
{2X1)", 六 


tPF [Fcs, -一 2,) 
再 利用 证 明定 理 1. 2. 2 的 方法 ， 即 可 得 了 的 笑 级 数 展开 式 ， 
f(x) = 2 (zx 一 a)”, 


f(z) 一 cd 


这 里 


因而 了 在 已 上 全 纯 ， 口 
引 理 1.5.16 设 P= LIpe ,r)) 是 一 个 多 圆柱 ， 如 果 了 ; 


P 一 C 满足 定理 1. 5, 14 的 条 件 ， 而 且 f 在 中 有 界 , 那么 f 在 P 
上 全 纯 . 

证 根据 引 理 1.5.15, 只 要 证 明了 在 已 上 连续 就 行 了 . 为 简 
单 起 见 ， 不 妨 设 e=0,， 设 了 在 己 上 满足 1FCz)| 委 M， 任 取 >， 
w 忆 PP, 可 写 


Fx) 一 CD 一 DLf ws st Ln) 


| 一 fw 1 1) |， 
任意 固定 7， 当 14|<”~ 时 ， 记 

POA =f yi 1 

| 一 站 《TI 
于 是 19z(a) 1 委 204， 且 9 (co) = 二 0， 因而 FP 是 把 Di0,r)) 映 入 
Dt0，2M) 且 把 wj; 上映 为 0 的 全 纯 映 射 . 设 娄 是 把 Dt0,2M) 映 为 
DD (0,1), 且 把 0 上 映 为 9 的 全 纯 映 射 ,7 是 把 DO,7)) 上 映 为 DC0,1) 
且 把 ww, 映 为 0 的 全 纯 映 射 ， 那么 :ww。 广 :是 把 Dt0,1) 和 狐 入 
D011) 且 把 0 映 为 0 的 全 纯 映射 ， 根据 Schwarz 3| 理 ， 
(5: pC) | 所 |z|， 或 者 

本 本 是 


vg) eld, AE DO ,rj). 


和 A 一 2 
由 此 即 得 Ig)1<2Mr | 二 面 人 ， 让 4 得 
[oz [E22 Mr; 5 二 


于 是 
LF(z) 一 flw)| 所 Det < aM Pe LF | 
这 就 证 明了 yf 的 连续 性 . .0 
引 理 1.5.17 设 F=] 了 D(a,,r) 是 一 个 闭 多 圆柱 ， 如 果 当 


j=1 


于 一 | 
zuE 万 (ar 》 固 定时 ， 丰 : 了 P=C 是 xz € [Bajyr,) 的 连续 函数 ; 


当 zeE TED aj, 1) 固定 时 ,了 是 GE T(av,m) 的 连续 函数 ， 那 
么 一 定 存在 万 (4,, 肌 CD (er 内 ，j1 …, n_1; 使 得 在 
F-FDG x Ds) 

中 有 界 ， 和 
证 合 
={zE€ TB) [F(z ,zs 对 任意 zx,EE 


j=1 


五 {a。 + 成 立 }， 
显然 


二 er =— UE 
根据 Baire 定理 ， 必 有 某 个 E 不 是 醇和 集 , 这 就 是 说 存在 
TIDajyr) 中 的 开 球 ，E 在 B 中 是 稠 的 .又 因为 了 对 < 是 连 


续 的 ， 所 以 严 是 闭 的 ， 因 而 BCE。， 这 说 明 忆 , 必 有 内 点 ， 故 存 
* FI" 


在 多 圆柱 D (a,,r,) CD(la,,r,), 7 三 1， “一 1， 使 


得 [Da;, CE. 二 是 当 zETTDGa,r) XD(a.,r) 时 ,有 
[fol 0 本 
引 理 1. 5. 18 设 愉 > 六 >0， 太 是 多 圆柱 P= TDkai， Ry 上 
的 复 函数 ， 如 果 它 满足 ， ~ 
(i) 对 于 每 个 = ER)， 辆 数 z> 一 了 (zzm) 在 


TIpcaj，R) 上 全 纯 ; 


GD 了 在 多 圆柱 D(a,,r) XD(a.,R〉 中 全 纯 且 有 界 ;那么 f 


在 了 中 全 纯 . 
证 为 简单 起 见 ， 不 妨 设 < 一 0， 国 为 当 固 年 Tn 时 ， 了 是 之 网 
全 纯 函 数 ， 故 有 每 级 数 展 开 式 


flz) 一 >iac(z)z (zz) EP, (8) 
这 里 a 二 Co ee 1 是 = 一 1 重 指标 . 由 于 
CD N00, EF- 2 
如 一 一 一 一 一 一 一 一 


位 上 
故 由 4iD 知 ,ae 是 |z,|<<RR 中 的 全 纯 饥 数 . 现 取 0<R,<<R, 因为 当 
ze 固定 时 ，(8) 式 右 端的 级 数 对 > 是 内 闭 一 致 收敛 的 ， 因 而 
. [az RL 0, le|—oo ,|z,|<R. 
A 


log atz,) |<<log 二 志 ， 


吕 
或 着 


Tim EE Tailog le sz ) | 寺 log = 坟 。 cD) 


+ J * 


再 由 假 宅 (ii)， f 在 [ [Dar) x D(a R) 中 有 界 ， 设 其 横 不 超 
过 Mf， 则 由 定理 1.2. 3 的 Cauchy 不 等 式 得 

lactza)r "|S, 
即 


TTlog aC.) [log Mlog 二 (10) 


由 命题 1. 5. 7 知道 ,函数 zs. TTlog aC) | 是 圆 盘 |z.|<R 中 的 

次 调和 函数 族 ， 根据 不 等 式 “9)、(10)， 利 用 定理 1. 5.13， 对 任 

意 0< 民 之 R,， 当 |a| 充 分 大 时 ， 在 竖 集 |z, | 二 R; 上 成 立 不 等 式 
下 log [actz.) |Log 诗 ， 

好 当 |z, | 所 Ri 时 有 |ac Cz,) RI | 态 1. 现在 很 容易 证 明 级 数 (8) 在 

名 圆柱 {z;， |z;|< 之 RR，j 二 1,， rn) 中 内 闭 一 致 收敛 ， 事实 上 ， 

任 取 Pp 二 Ri， 则 当 |z;| 志 Pp 时，j= 二 1，…，n， 有 


2 |a, (x,) z"|= 2 a, Cz.) Ri -各 -| 本 


< 和 利和 


由 于 RR; 可 任意 接近 及 ，Rs 可 任意 接近 及 , 和 因此 级 数 (8) 在 已 中 
内 闭 一 致 收 和 你 ， 再 注意 到 askz.jz 是 中 的 全 纯 函 数 ， 由 定理 
1,2.5,，(8) 收银 到 卫 中 的 全 纯 末 数 ， 即 f€E HCOP). 唱 
定理 1. 5. 14 的 证 明 ”对 维 数 用 归纳 法 证 明 . nn 二 1 时 , 定理 当 
然 成 立 ， 现 设 对 j 一 1， 2，…，, nn 一 1 各 维 数 定理 已 成 立 . 任 取 aE€ 


人 0， 适当 选取 R>0， 使 得 多 圆柱 二 万 (aj，2R》 CN， 由 归纳 候 
定 ， 当 z, 固定 时 , f (x', z,) 是 = 的 全 纯 函 数 , 因而 是 连续 函数 . 


当 z 固 定时， f(z ，z,) 是 的 全 纯 和 函数 ,因而 也 是 连续 的 .于 
" FF 


是 由 引 理 1. 5. 17， 存在 多 贺 柱 一 | 15 (a 1) XB (a,, Ry, 
其 中 万 《ar r,} TCD 《ay， RR 一 1 N11， 使 得 在 玉 上 
有 界 . 由 引 理 1.5.16 和 拓 道 ，f 在 请 上 全 纯 . 现在 命 


邦 一 】 
Q=[ TD ca,,R)x Dla,,R), 
1 


则 QCN, 记 r=min tr 一]，…， zz 一 1 ， 则 -< 只 ， 且 了 在 多 
圆柱 


此 一 上 
TD Casr) XD (a,sR) 


上 全 纯 且 有 界 , 故 由 引 理 1.5.18, fEH (CQ) ,因为 la, 一 a;|< 过 RR， 
7 一 1，…， HP 一 1， 所 以 ae 和 故 了 在 a 的 邻 域 中 全 纯 ， 品 

1.5.5 由 齐 次 多 项 式 构 成 的 级 数 

作为 次 谓 和 函数 理论 的 另 一 个 应 用 ， 我 们 证 明 由 齐 次 多 项 式 
格 成 的 级 数 的 一 个 性 质 . 

定理 1.5.19 设 则 是 C" 中 的 域 ,F, 是 ;次 齐 次 多 项 式 , 如 果 


对 每 个 固定 的 En, {F(z)} 是 一 有 界 数列 ,那么 级 数 > Ps) 
在 介 上 内 闭 一 致 收 化， 因而 共和 好 数 在 介 上 上 全线. 

我 们 需要 于 面 商 个 引 理 . 

引 理 上 . 5. 29 设 P() 是 单 复 变数 4 的 & 次 密 项 式 ， 在 单位 
留 周 上 满足 |PC)1 扎 1， 那么 对 1 筷 14| 达 so， 有 1POD| 志 1a4 

证 设 PCO) = 二 ao 十 a 十 十 yx， 由 假定 1PCe | 所 1 因而 


时 上 
去 | PDTPabs1, 由 此 即 得 之 1o| 大 1， 当 热 |a, | 之 1 因为 


存在 4 之 1 中 全 纯 , 而 且 lim 忆 C 一 。 ,而 在 单位 圆周 上 , 它 的 


模 最 多 是 1, 因 此 由 最 大 模 原理 | 二 各 |<1G0<Hi<eo) 0 


引 理 1.5.21 设 口 是 C" 中 的 域 , 玉 是 次 齐 次 多 项 式 . 如 果 
用 n+ 


对 每 个 z€E 人，{F,(z)} 是 一 有 界 数列 , 那么 |F.17 在 C' 的 插 一 紧 
集 圭 一 臻 有 上 界 ， 
证 命 

:二 {ED :|F.(e) | =0. 1，2，… 上 ， 
因为 对 每 个 zE€2，{F,(z)) 是 有 界 数 列 ， 且 因 F,(z) 是 多 项 式 ， 
故 纪 中 每 一 点 必 属 于 某 个 A4:， 即 

5= U4x. 
由 Baire 定理 ， A; (全 王 1，2，…) 中 至 少 有 一 个 不 是 如 中 的 玲 集 ， 
不 妨 设 及 ,不 是 玲 集 ,因而 必 在 旭 的 某 个 球 B lta, +) 中 稠密 ,于 
是 对 性 意 5EB (ae r)， 必 有 一 列 z"™E A, 使 得 limz”™ 二 58， 由 
于 |F,C2 <1 5s==0， 1， 让 mr 一 coo， 即 得 1F,(6) 1 :二 
0，t，…。 这 就 证 明了 王 在 互 (a, r) 中 一 致 有 界 . 现 设 下 是 性 
中 任意 紧 集 ， 则 存在 充分 大 的 z»， 使 得 KCCB (a，p}， 我 们 证 明 
IF,? 在 7 之 lw 一 a|<&p 中 有 界 . 为 此 ， 设 了 是 单位 球面 上 的 一 个 
固定 点 ， 命 
PO) =3F,(at bt), 


因为 ,是 :次 齐 次 多 项 式 ， 所 以 P(U 是 单 复 变数 1 的 * 次 多 项 
式 ， 当 |4| 扎 1 时 , 由 上 面 记 证 |P (C0) | 委 1. 于 是 , 从 引 理 1. 5. 20 
得 到 ， 当 | 和 之 1 时 ，|F,(a 十 6》|<Q21A， 记 w=a 十 办 ， 则 当 


/<|w~alS&p 时 ，1<|4| 志 万 ,因而 
[IF ln Aip. 
这 就 证 明了 |F,l* 在 友 中 一 致 有 界 . | 
定理 1. 5. 19 的 证 明 命 &=|F,|+， 内 命题 1.5.11, w, 是 次 
调和 请 数 ， 由 引 理 1.5. 21, 它 在 CC 的 任意 紧 集 上 一 臻 有 界 . 今 取 


总 的 紧 于 集 天 ， 取 充分 小 ,使 得 《1 十 6 天 性 0 于 是 ，z 在 
昌 他 呈 


(1 十 6 天 上 一 致 有 界 . 由 于 对 于 给 定 的 z€E0, F(z) 是 有 界 数 列 ， 
所 以 
limu.(z) 1, ED. 
于 是 由 定理 1.5.13， 对 于 给 定 的 上 >>0， 存 在 9%， 当 一 5 时， 
ttz) <1e 在 (1 十 e 关 下 中 成 立 ， 邵 
[IF,{ Cte) ze} |< (le)’, gEKR, ss 
因为 fF, 是 :次 齐 次 多项式 ， a 


[FC2) [< ZEK, sso: 


ET 关 


这 就 证 明了 4F，(z) 在 天 上 一 致 收敛 . 昌 


$ 1.6 Riemann 可 去 奇 点 定理 
和 Rad6 定理 


1.6.1 Riemann 可 去 硒 点 定理 

在 $1.3 中 ,我 们 提 到 过 全 纯 开 拓 的 问题 . 那里 讨论 的 是 某 一 
类 域 ， 在 其 上 全 部 全 纯 函 数 都 能 全 纯 开 拓 到 更 大 的 域 上 去 .现在 
我 们 可 讨论 ， 对 于 给 定 的 域 ， 在 其 某 个 于 和 集 上 全 纯 的 函数 ， 在 什 
么 条 件 下 能 全 纯 开拓 到 整个 域 上 去 ， 

单 复 变 中 全 纯 函 数 的 孤立 奇 点 分 为 三 类 : 可 去 奇 点 ,极点 和 
本 性 奇 点 .和 是 子 的 可 去 奇 握 的 充分 必 可 条 件 是 了 在 sa 的 邻 域 (不 
包括 a) 中 全 纯 并 且 有 界 . 如 果 把 < 看 成 是 全 纯 函 数 g{z) 一 * 一 
a 的 零点 ,那么 可 去 奇 点 的 定理 可 以 叙述 为 : 若 了 在 全 纯 函 数 g 的 
零点 的 邻 域内 (不 包括 零点 本 身 〉 人 全 粥 并 且 有 界 ， 则 了 可 全 纯 开 
拓 到 整个 争 域 (包括 零 态 )， 这 种 形式 的 可 去 背 筷 定理 在 包 复 变 中 
有 相应 的 推广 ， 

定理 1. 6. 1 (Riemann 可 去 奇 点 定理 ) 设 介 是 C' 中 的 域 ， 

中 0" 


gE HD), gO0, E= {zr€EN: gz) 一 0 如 果 fEH (QE),H 
在 从 一 E 上 有 界 ， 那么 存在 唯一 的 全 纯 滑 数 玉 EH (D》)， 使 得 
Flon 一 上 

给 出 定理 的 证 明之 前 ， 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 1.6.2 设 G 是 CC 中 原点 的 邻 域 , gE HIG), g(0) = 
0, g 关 0. 那么 存在 非 奇 异 的 线性 变换 x*= 一 zwT ,了 是 阶 可 逆 方 阵 ， 
使 得 沙 数 弃 (w)= 二 gz (wT) 具 有 下 面 的 性 质 ， 

Qi) 容 (0, 呈 ,0,50 ) 在 rw 一 0 处 有 此 阶 零点 ,是 某 个 自然 数 ; 

(GD 存在 以 原点 为 中 心 的 多 圆柱 4A 二 AXx 为 CG( 这 里 是 
C"” :中 以 原点 为 中 心 的 多 圆柱 ,和 是 以 原点 为 中 心 的 圆 盘 ) ,使 得 
对 每 个 z EA, 户 (z ,A) 在 如 中 恰 有 下 个 零点 . 

证 因为 gt0)==0,g 在 原点 附近 的 Taylor 展开 为 


EL) 一 DP,(2), 1， Plz) 关 00， 
了 = 让 


这 里 P， (xz) 一 和 cw' 是; 次 齐 次 名 项 式 ， 杆 选 5 二 (和 …， 
Bb.)，, 使 得 已 《2) 天 0,， 适当 选择 t,, 使 下 述 线 性 变换 是 非 奇异 的 ， 
2 过， 一 Sn 二 zu 了 一 工友 

于 是 加 


启 (D， 0 , te) 一 BP spate ) 一 SP, bw Pre 
一 业 


= DwP, (8) 一 zt (wn), 


这 里 gO0) 二 Pit5b) 天 0， 这 就 证 明了 (i), 
现在 证 明 (ii》、 因 为 启 (0', ) 在 4 一 0 处 有 站 阶 零点 ， 由 于 
单 复 变数 全 纯 函 数 的 零点 是 孤立 的 ， 所 以 存在 r 汪 0, 使 得 育 (0 ， 
4) 在 贺 盘 4.= (4: is<r) 中 除去 4 一 0 外 没有 其 它 零点 ， 由 连 
续 性 , 存在 3>0 和 C 中 以 原点 为 中 心 的 多 圆柱 4A, 使 得 当 * EE 
各，| 刘 | 一 > 时 ， 祭 (| 人 6， 而 且 4=4X 么 CD， 人 盖 
aa li， 


、，、 1 _ 1 栈 人 ee ， 刘 ， ， 
J 一遍 | {ECz ,A)) (a da, zz EA, 


因为 | 总 (z ,| 污 B, 所 以 J 是 妨 中 的 连续 函数 . 由 单 复 变 的 知识 知 
道 , J(z) 是 让 (=，h) 在 妨 中 的 零点 的 个 数 ， 所 以 J(z ) 是 一 个 
取 自 然 数 值 的 函数 ， 但 它 又 是 连续 的 ， 故 只 能 是 常数 ， 现 已 知 
JJ 一， 于 而 .rz 》 三 RkR， 这 就 证 明了 (iD， D 

定理 1. 6. 1 的 证 明 和 任 取 a€, 只 要 证 明了 可 以 在 a 的 邻 域 
中 全 纯 开拓 就 行 了 ， 为 简单 起 见 , 无妨 设 4 二 0. 办 为 & (0) =0， 
由 引 理 1. 6.2 {i), 经 过 可 道 的 线性 变换 后 ,存在 以 原点 为 中 心 的 
多 圆柱 4A=2A XA 当 z EA，|4|=r 时 ，jg(z ,| 人， 国 而 这 
样 的 (z ， A) EQ 一 E， 所 以 f(z ,4) 有 意义 . 命 
于 上 Ea, 1z。| < >. 
由 于 (ze ,四 所 中- 下 时 ,zi 是 = 的 全 头 国 者 ,所以 开 人 ez ，z,) 
是 z 的 全 纯 孙 数 ， F(x ，z.》 和 作为 Cauchy 积分 ,当然 也 是 zx 的 全 
纯 国 数 , 由 Hartogs 定理 , FE 五 (5 Xx 为 )， 由 引 理 1. 6.2 (i), 当 
z 和 4 固定 时 ，g (xz, 0) 在 访 中 只 有 有 限 个 零点 ,这些 零 点 都 是 
了 {z， 科 ) 的 可 去 奇 点 ， 所 以 f(z hi) 可 以 全 纯 开 扫 到 入 中 ， 胡 
由 Cauchy 积分 公式 ， 

Flr 2) = fx ,x ). 

因而 下 是 了 在 他 XA 中 的 全 纯 开 指 . 口 

1.6.2 Rad6 定理 

下 而 的 Rada 定理 则 是 另 一 种 形式 的 延 拓 . 

定理 1.6.3 设 Q 是 CC 中 的 域 ，f; 2 一 C 是 连续 的 , 记 五 一 
{z 世 上; fz) 一 0}. 邵 困 fEHCQ 一 E), 那 么 f€E HD), 

证 根据 Hartogs 定理 ， 我 们 只 要 证 明 n= 二 1 的 情形 就 和 驶 了 . 
不 妨 设 品 CAR, 这 里 U 是 单位 图 得 ， 因 为 FECCQ)， 所 以 f 在 UU 
上 有 界 ， 不 妨 设 iz) | 二 1,， xzEDU. iCg 二 PL 晤 的 Poisson 

站 42" 


F(z ,2.} 一 


积分 ， 即 


iB» _ 2 l rr uf 
Sre ) 一 其 | To oo HV (ed 


那么 & 和 是 避 中 的 调 积 琐 数 ， 人 印 
P= Reltf — g) + alog|f|, 
这 里 a>0 是 个 正常 数 ， 那么 8 在 0 一 EE 中 调和 . 
注意 , 当 z*z,EE (zEU—E) 时 , ¥ (z) 一 一 co 光 = 一 em 
入 了 《了 7 是 单位 圆 局 》 时 ，p (=) 一 log [fle |< 之 0. 根据 调和 函数 
的 极 值 原理 ， 当 <zEU 一 玉 时 ， 9 (xz) <0、 让 a-x0， 我 们 得 到 
Re{flz) — gC(2) EO, rEU—E. 
对 az<<0 进行 同样 的 讨论 ， 就 可 得 到 
Retlf{tz) — g(2)) 0 和 TIT 一下. 
同样 的 讨论 对 f 一 g 的 虚 部 也 成 立 ， 因 而 有 
fz) = gz}, 2 ETU UCU EY. 
现 优 >E 亚 , 则 六 xz) 一 0, 因 而 sz) 一 0, 但 gs 是 调和 和男 数 ， 所 以 
g (2z) 三 0 (zE€E)， 这样 一 来 就 有 
fz)=g(2), 2 ED. 


所 以 fECU), 而 且 僻 (z) =0, zEU 一 E. 如 朵 EE 有 内 点 的 话 ， 


它 在 这 些 内 点 上 也 成 立 . 由 连续 性 , 从 一 0 在 UU 上 成 立 , 因而 f€ 
HU). 口 


定理 1. 6.1 各 定理 1. 6. 3 在 第 二 章 讨 论 全 纯 映 射 的 道 喘 射 时 
都 要 用 到 ( 见 定理 2. 1.7)， 

[ 注 记 ] 

本 章 内 容 蚌 全 书 的 基础 、$1.1 和 $1.2 是 单 复 变 的 一 些 主要 结果 在 凶 
复 变 中 的 推广 81. 3 中 扬 示 的 Hartogs 现象 是 F，Hartogs 于 1906 年 发 现 
的 ，Hartogs 的 这 个 重要 发 现 标 志 闭 多 复 变 现 论 的 真正 开始 .在 这 个 基础 上 
产生 了 全 纯 域 , 全 纯 凸 域 和 氢 西 域 等 一 系列 新 概念 , 以 及 研究 多 复 变 的 一 系 
到 新 方法 , 长 期 以 来 , 它们 推动 着 多 复 变 理论 的 发 展 . 次 调和 函数 的 概念 也 

。 四 dj 


是 FF，Hartogs 首先 引进 的 ， 定 理 1. 5.13 首先 由 Hartogs 证 硼 ， 它 是 定理 
1. 5. 14 和 定理 1. 5. 18 证 明 的 基础 , 由 Hartogs 首先 证 明 的 定理 1. 5. 14 是 一 
个 重要 的 基本 定理 ， 即 使 到 现在 也 没 发 更 一 个 比较 篇 单 的 证 明 . 

本 章 内 容 可 参阅 [Na]，[H62], [Kr] 和 [Ru2]. 


* 44* 


第 二 章 全 纯 映 射 


在 第 一 童 中 ， 我 们 讨论 了 多 复 变 数 全 纯 函 数 的 基本 性 质 ， 我 
们 看 到 , 在 某 些 方 面 , 它 与 单 复 变 数 全 纯 函 数 有 本 质 性 的 差别 . 从 
映射 的 角度 来 看 , 单 复 变数 函数 把 平面 点 集 映 成 平面 点 集 , 面 上 个 
复赛 数 的 医 数 则 是 把 C" 中 的 点 集 碳 成 平面 上 的 点 集 - 因此 有 必要 
考虑 下 面 的 画 数组 : 

Fo= (fli, ， 

其 中 每 一 个 分 量 f; 都 是 CC "上 的 函数 . 这 样 ,FF 就 把 从 碳 成 C”" 
中 的 点 集 ， 称 它 为 全 ~C” 的 映射 .本章 讨 沦 有 关 全 纯 上 映射 的 一 些 
性 质 . 


$ 2.1 全 弛 映射 的 导数 


2.1.1 全 强 映 射 的 导数 

定 兴 2311 设 癌 为 C 中 的 域 , 所， ,EHCUD, 称 Ff 二 
(万 …， 乒 ):， DC 为 例 强 映射 . 

在 单 变数 的 情形 ， 如 果 了 在 z, 可 徽 ， 则 有 

(ze 十 真 )》 fz0) = fF Co)h + oh), 

这 里 导数 户 (zo) 可 以 看 成 是 由 上 和 >。 确定 的 一 个 线性 算 子 A; 有 
一 疡 《zco) 有. 下面 就 用 这 观点 来 定义 全 纯 有 映射 的 导数 ， 

定义 2.1.2 设 吕 是 C" 中 的 域 , 下 ， 0 一 C” 是 一 个 映射 .对 
于 给 定 的 <E 人 ， 如 果 存 在 4EZ(C"，C")， 使 得 

Flix ho— F(tz) = AR 二 otlh|), ‘1) 
就 称 下 在 x 点 可 微 ， 称 4 为 下 在 z 点 的 导数 ,并 记 店 (x) 一 4. 
+ 达 口 。 


这 里 hEC", 工人 CC”") 表示 CC” 的 线性 映射 的 全 体 ，(1) 的 
含 尽 是 
lim [IF(z +) 下 一 Ah| 
其 中 分 子 在 C" 中 取 横 ， 分母 在 C" 中 取 横 ， 
现在 来 看 ， 如 果 下 ， 人 ->=C"” 是 全 纯 上 映射 ，F' (xz) 是 否 存 在 ? 
设 下 二 Cfis Ty fa), 因为 每 个 六 都 基 吕 中 的 全 纯 郴 数 ， 对 
于 任意 = 扣 人 ， 太 可 在 = 的 邻 域 中 展开 为 医 级 数 ， 


Wh, 上 0 十 of 下， 


一 昌 ， 


fitz tk) = f(x) 十 


f(z 二 hy = fl2) + OE, ri + Ys, 4 ollh)), 


写成 列 向 量 的 形式 ， 有 
F(z + Rh) = Fle) + AR ollh|), 


这 里 4 一 | 2 ,se 由 此 我 们 得 到 结论 : 全 纯 映 射 严 ， 9->Cr 
在 0 中 处 处 可 微 ， 其 导数 


af (zx) i af (zx) 
de oe 
下 这) 一 本 on ， 
afn{z) 地 (xz) 


这 是 一 个 天 xn 给 隆 ， 它 就 是 下 的 Jacobi 滤 笑 . 
命题 2.1.3 设 和 六， 科 分 别 是 CC" 中 的 域 ， 
FA GC 
都 是 全 纯 上 映射， 那么 它们 的 复合 五 =C* 严 是 由 一 C- 的 全 纯 映 
射 ， 而 且 H'(2)=G Gwe) F' (2). 
证 设 F= (Cf, 有 G= (gi "…，8.)， 其 中 下 == 
s dp"* 


Ff {zi i: zi EHN), 1 二 1， Ms Ei = Fo, wy tom) 
Hidd), = 一 1， "Ts 刚 H=(h, wi hs 其 中 
nn, 一 立民， 了 一 Lye 


于 是 
> m dg Kv, de 和 | 
— 一 - 2 一 一 -JJ 一 一: 
3 > | , 琶 ! 1 3 下)" (2) 
hh, _ vf Ww, Re 
de p31 Ei 上 + 1 下 ” 《31 
?7 二 1， “rs Hs 1 二 1， ros 起。 
由 Cauchy-Riemann 方程 组 
ai _ 代 一 
瑟 ， CE 
(2)，(3) 分 别 变 成 
部 
一 一 i 一 下 四 血 一 让 四 二 
臣 ， 0, J 1， + i 1， :不 ， (4) 
h; _ oh gy We 
A 一 和 2 Rw, bs ‘5) 


根据 Hartogs 定理 (定理 1.5.14), 从 (#) 得 有 EH(D)， 一 1， 
8， 所 以 五 是 全 纯 贞 射 ， 从 (5) 得 
H'(z) = CT (w)F' (x), 日 

2.1.2 复 Jacobian 和 实 Jacobisn 的 关系 

设 虽 是 C" 中 的 域 , 下 :0 一 C" 是 全 纯 上 映射 ， 这 时 F'(z) 是 一 
个 阶 方 笑 ， 称 

JF)(z) = detF' (2) 
次 下 在 z 点 的 复 Jacobian. 

旭 果 记 zzj 二 zz 十 iyj， 所 二 wj 十 iwj 那么 = 二 《让 ，……*， 让) 也 
可 看 威 zy 的 一 个 
映射， 它 的 Jacobi 定 阵 为 

» Ad7 。 


QC Fn :Ha ) CH 和 rH) 
DCT TD) HCY 


(Uy OUT L 
CTy a Tn OC YY 9 


这 样 一 个 由 FF 所 确定 的 2nXx2n 矩阵 的 行列 式 称 为 三 的 实 Jace- 
bian， 记 为 (JrF}(z)， 为 了 导出 (JFYCz》 和 (JgF)(z) 之 间 的 
关系 ， 先 证 明 一 个 简单 的 代数 引 理 . 

引 理 21.4 设 4= {tan) 是 nn 阶 复方 阵 ，an 一 Bw 十 icmw， 记 


B= (bi) C= (cp), 
B —C 
ic sl 
人 B 
那么 ，det 二 一 |det4 1 


证 因为 4=B 二 Ci， 所 以 


BB — 五 一 人 一 已 
det 癌 =det| |= det | | 
和 BB 


C+ Bi B 
ee. ;| oo —C 
=—det 一 性 et 
1 CB—Ci) B | B+ 
=dettB+CiNdettB—Ci)= |detAl:. 口 


命题 2. 1. 5 设 JF 和 JxF 分 别 是 全 纯 映 射 丰 的 复 Jacobian 
和 裤 Jaecpbian， 那 么 


(Jat (2) = (IF ) C2) 1 


证 著 记 
a ah 
| Re 
癌 一 | 
a afs, 


9 zi 人 dC, 
为 六 的 复 Jacobi 方 阵 ， 吾 和 CC 分 别 记 为 


= 这 


hi A Ml 
dr ar dy Ay, 
B= | ， 尼 = 一 | 
A Mu den en 
Arl ar dy dy 
则 因 
故 有 ”4 一 互 十 纪 ， 而 且 了 的 实 Jacobi 方 阵 为 
六 —C 
c | 


于 是 ， 从 引 理 2. 1.4 即 得 本 命题 ， “0 


§ 2-2 单 叶 全 纯 映 射 


2.2.1 单 叶 全 绅 映射 的 基本 性 质 

在 单 复 变 中 , 单 叶 全 纯 函数 有 两 个 基本 性 质 : (i) 若 了 是 域 吕 
CC 中 的 单 叶 鲍 纯 消 数 ， 那 么 户 (z) 在 吕 中 处 处 不 等 于 0、 但 递 
命题 不 成 立 , 即 若 户 (z)》 在 呈 中 处 处 不 为 0， 了 未 必 是 中 中 的 单 
叶 函 数 . 但 下 面 的 结论 成 立 ，Gi) 若 存 在 zoE 吕 使 得 户 (zo) 天 0 
则 了 在 z。 的 邻 域 中 是 单 时 的 . 

下 面 我 们 把 这 两 个 性 质 推 广 到 C" 中 的 全 纯 鼎 射 . 

定理 2.2.1 设 人 是 CC 中 的 域 , 下 ,RR 一 C" 是 全 纯 映 射 ， 如 
果 存 在 a€E8, 使 得 Ca) 可 道 ， 那么 一 定 存在 a 和 (a) 的 邻 城 
VV 和 W, 使 得 下 一 一 地 把 VY 映 成 W, 面 且 的 道 映射 G: WV 
是 全 纯 的 ，C Cw) 二 (FF'(z))-! 对 xEV 成 立 . 

证 轩 为 所 (4a) 可 道 ,所 以 det (4) 关 0， 把 下 看 成 R” 一 RR” 
上 的 实 上 映射 ， 由 命题 2. 1.5， 

* 站 


{JrF) a? 一 je | 0. 
于 是 ,根据 实 变 活 数 的 反 活 数 存在 定理 , 存在 a 和 ta) 的 邻 域 V 
和 W, 使 得 下 一 一 地 把 六 映 为 开 . 由 于 (JF)(a) 是 a 的 连续 函 
数 ， 故 可 取 充 分 小 的 V， 使 (JJ)(s) 关 0 对 所 有 xzEV 成 立 ， 因 
而 二 在 V 中 每 点 都 是 可 逆 的 , 剩 下 来 要 证 明 的 是 逆 映 射 G= (gi， 
…，&a) 在 WW 上 是 全 纯 的 . 因 对 每 点 xzEV, 有 GCLF(z))=z， 妈 


EF{2)) = f=1, +， #. 
上 式 两 端 对 盛 求 导数 ， 得 
- | gg, tu, ,AF, Rv, 
+0 
由 于 强 一 人 一 0， 上 式 变 为 
oa ol 加 
守 关 | 各 |=o 1 
这 是 一 个 以 | 弛 | _，_ 为 系数 拭 阵 的 线性 方程 组 ， 因 为 
det| | = TCF IF0, rEV, 
所 以 种 :一 0，j，s 一 1，…，m 故 由 Hartogs 定理 , g) (一 1，-…， 


n) 都 在 W 上 全 纯 , 因而 避 古 WW 上 的 全 纯 映 射 , 根据 命题 2. 1. 3， 
将 GCF(z)) 一 = 对 * 求 导数 , 即 得 Geo)R (sz) 一 了 ,这 里 天 是 
阶 单 位 方 阵 ， 因 而 人 Cw) = (F' (2))7 0 | 

定义 2.2.2 设 人 是 CC" 中 的 域 , F.C” 是 一 个 陕 射 ,如 
果 对 尾 意 zz， wn， z 关 w， 有 F(z) 关 Flw) ,就 称 玉 是 人 上 一 
个 单 叶 映射. 

对 于 单 叶 的 全 纯 映 射 有 下 而 的 

定理 2.2.3 设 且 是 CC? 中 的 域 , 下 ， 0 一 C"' 是 全 纯 映 射 ， 如 
果 玉 在 人 上 是 单 叶 的 ， 那 么 detF (2) 在 1 如 上 处 处 不 为 0. 

* 50s 


证 明 的 思路 ”和 尾 取 aE 构造 a 的 邻 域 吕 ， 使 得 下 在 FU) 
上 有 全 纯 的 道 映射 上 G， 即 GECFCz)) 一 z 在 UU 上 成 立 ， 求 导数 得 
CFCZ))F'(z) 一 1,， 合 < 一 a， 并 取 行 到 式 得 
detG' (F(a))detF' (a)=1, 
所 以 detF' (a) 关 0， 定 理 就 得 到 了 证 明 ， 
证 在 所 设 的 条 件 下 ,我们 先 证 明 detF'(z) 不 可 能 在 口上 恒 
等 于 0， 凤 闭合 
A= {zEN': detF' (zx) 一 0)， 
我 们 要 证 明 4 关 n.， 用 反 证 法 ， 如果 有 A= 从， 那么 对 于 任意 的 xE 
总 ， 均 有 rankF'(z)<n， 命 
s—max {rankFf' (2): rED}, 


央 sn 如果 s=0， 则 32 一 0， j 并 一 1，…，2， 这 里 六 是 映射 


FF 的 各 个 分 量 , 这 时 FF 是 常 向 量 , 这 和 屎 的 单 叶 性 相 了 矛盾 ， 因 而 
0<s 之 Rn、 于 是 存在 EDN, 使 得 rankf" (p》==s 之 xn， 这 时 方程 组 


ey—= fg j= 1 "nn 
的 前 :个 方程 在 p 附近 可 以 对 变数 z;，，…，z, 解 出 ; 
j= a Ts Ce fl + $, (1) 
人 们 也 满足 后 面 一 : 个 方程 ， 
wi= fGen j=l 天 


如 果 记 下 (p) 二 gqg， 把 g 而 定 ， 在 pp 的 附近 随意 取 z,41;，…，z, 的 
值 , 由 (1) 再 定 出 z，…，z, 的 值 ， 这 样 得 到 的 = 在 映射 下 下 的 
像 都 是 9， 这 就 和 吾 的 单 叶 性 相 了 矛盾 了 ， 因 而 A 关 . 

更 任 取 a€,P 是 以 a 为 中 心 的 一 个 小 多 图 柱 , 使 得 PCNn， 
则 3P 基 紧 的 , 因而 上 太一 F(9P) 也 是 紧 的 . 由 于 a 总 继 ,FF 是 单 叶 
的 ， 所 以 Fe) 坊 开 ， 取 以 斑 〈a) 为 中 心 的 小 移 国 柱 六， 使 得 元 
人 KK 一 名 命 吕 二 FOTNP， 那么 U 是 a 的 一 个 邻 域 ， 我 们 来 
证 明 下 在 CU》 上 有 全 纯 的 族 映射 . 

»* 5I* 


因为 detF' (zx) 是 口上 的 全 纯 函 数 , 从 4 尖 吕 人 恒 知 过 一 4 不 是 
室 集 ， 因 若 避 王 4, 这 就 是 说 detE'z) 在 U 上 处 处 为 0， 由 崔 一 
性 定理 ，detJ” tz) 在 由 上 处 处 为 0,， 这 与 4 关口 相 译 盾 ， 于 是 对 
于 任意 xEDU 一 A, detF'(z) 关 0， 由 刚才 证 明 的 定理 2. 2. 1 ， 万 一 
F tU 一 A) 是 上 中 的 开 集 , 而 且 存 在 g:; PU 一 4, 8g 在 D 上 是 
全 纯 的 ， 使 得 

下 EC =w, wE DD, C2) 
根据 5 的 定义 , FU CV, 所 以 也 = 二 FU 一 A)yCV ,下面 将 证 明 
& 可 以 全 纯 开拓 到 了 上去， 首先 从 (2) 可 得 
detF' gtrw) detg gt 一 1， wtED. (3) 
其 次 注意 下 ,UV 是 道 紧 的 , 即 对 V 中 的 任意 紧 集 CC,F -1(C) 蚌 
U 中 的 紧 集 . 这 是 因为 下 (aiP) 和 六 不 相交 ,由 二 的 连续 性 ,存在 
aP 的 分 域 N ,使 得 FCN) 和 V 不 相交 ,所 以 不 可 能 存在 8E3P, 使 
得 FECC ,因而 FIC) 在 三 中 是 相对 紧 的 ,于 是 FICC) 
U 是 紧 的 . 

现 设 wyE C2D) 站 Vw? 是 襄 中 一 列 点 , 当 衣 co 时 ,tw 一 
因为 下 :TY 是 道 紧 的 ,所 以 gtrw 二 FCw 吕 ) 在 VU 的 一 个 紧 
子 集 内 ,因而 它 的 每 个 极限 点 都 在 UV 中, 另 一 方面 ww 人 一 7&3D， 
所 以 gw*?) 趋 于 4 中 的 点 . 总 之 ,gtr 中) 的 极限 点 都 在 A 站 UU 
上 .于 是 当 有 ~ce 时 ,detF (g(rw))->0, 由 (3) 得 

detg’ (wt) oo, 天 -co， (4) 
现在 定义 
{detg’ (ww)) 1!, wED, 
丰 【ge -| 0 weEVED. 《5 
由 (4) 知 产 在 六 上 连续 ， 于 是 由 有 Rada 定理 (定理 1.6.3), 记 在 
7 上 全 纯 ， 且 由 《5 知道 ， 
VD= {weV, k (w) 一 0 ， 
车 记 g 二 (8 则 因 g (CD) =U 一 A, 击 UCP, 所 以 每 
间 D2 


个 g 《一 1，…，Pm) 都 在 DD 上 有 界 ， 于 是 由 Riemann 可 去 奇 点 
定理 (定理 1.6.1), 每 个 g, 都 能 全 纯 开 拓 到 W 上 . 因而 存在 惟一 
的 全 纯 上 映射 G: VY 一 UCNn, 使 得 G1b 一 g. 由 于 下 。G 在 DD 上 是 恒 
等 变换， 所 以 在 了 上 也 是 恒 等 变换 ， 即 怠 是 已 在 已 (WU 上 的 全 
纯 赣 上 映射. 日 
定义 2.2.4 设 虽 是 CC 中 的 域 ,， 下 人 一 C" 是 全 纯 上 映射 ， 如 
果 天 有 全 纯 的 道 映射 '， 就 称 FF 是 双全 绅 映 射 . 
从 定理 2. 2.3 和 定理 2. 2. 1 立刻 可 得 
推论 2.2.5 设 帮 是 5" 中 的 域 , 下 : 1 CC" 是 单 叶 的 全 纯 映 
射 ， 那么 下 是 如 到 下 (2) 之 上 的 双全 纯 映 射 . 
2.2.2 全 纯 览 射 列 的 基本 性 质 
现在 讨论 全 纯 映射 列 的 性 质 ， 
定理 2.2.6 设 吕 是 上 中 药 域 , 已 : 0-C" 是 有 上 满足 下 面 
两 个 条 件 的 全 纯 上 映射 列 
Qi) i 在 域 介 上 内 闭 一 致 收 僵 于 全 纯 上 映射 下 ; 
Gi》 存 在 aE 旭 ,使 得 detF' (a) 去 0 
那么 (a) 存在 a 的 邻 域 避 以 及 亮 分 大 的 整数 加, 当 上 宇和 时， 
Fi 在 U 中 是 双全 纯 的 . 
(5) 存在 王 〈e) 的 邻 域 也， 使 得 当 Ai 时 有 
了 一下。 《rr 。 
证 ka) 因为 detF' (a) 关 0,， 由 定理 2. 2.1， 存 在 以 a 为 中 
心 ，r 为 半径 的 球 B (a, r), 下 在 B (a, r) 中 是 双全 纯 的 . 现在 
要 证 存在 .p<r 及 各 ， 当 之 和 时， Fi 在 BB (a，p) 中 是 单 叶 的 . 
不 然 芍 话 ， 必 有 一 列 自 然 数 友之 吉之 … 一 oo 及 两 个 收 合 于 a 的 点 
列 5 各 cw, 使 得 (6) 二 Ce) 显然 ， 当 天 一 co 时 ， 


rm 二 | 一 ce” | 一 0. 现在 要 导出 detF' (a) 一 0 的 了 矛盾. 记 em 一 
二 《em 一 5”), 则 1d | 二 1 不妨 设 imadm 二 d, 否则 可 取 子 列 收 


i 


"3+* 


敛 于 它 ， 记 

BD 0 一 天 (下 十 im )》 FR Cb). 
如 果 记 外 G4) ==lim®$。 (1)， 那 么 名 () =F laid) 一 FF (a) 
由 于 名。 Cs) 一 如) 一 了 二 0， (0) 一 0, 因 而 
可 得 多 (0) =0, 设 F= (fi 用) B= (pj)， 那 
入 


yt0) = (a) dd 二 个 ， 1 二 1， "es HH, 


国 为 ”|| 二 十 Id.1:= 二 1d 二 1， 这 说 有 明 上 而 的 齐 次 方程 组 有 
非 零 解 (四 ，…, ， 所 以 detFr a) = 二 0， 这 和 条 忻 (tii) 矛盾， 

(8) 上 面 已 经 征明， 存在 以 a 为 中 心 ，p 为 半径 的 球 B (a， 
Pp)， 使 得 当 上 党 时 ; 下 各 包 在 BB l(a， po) 中 是 双全 纯 的 ， 因 面 
请 ta) 是 Ff (B8) 的 内 点 . 于 是 存在 0， 使 得 对 任意 £€ 38， 
I CC 一 Ff (a) | 半 6. 因 为 已 在 3B 上 一 致 收 钱 ,所 以 当 尝 名 


时 ,对 任意 t€3B，|FiC6) 一 FC() | 之 人 于 是 对 任意 $E3B， 当 
之 时 有 
[FE) —Fla) 1PCG) —F(a))| 
一 | 本 GD) —F (|>5. 


现在 命 V=B (Fta)， 3)) 则 VECFCB). 口 


从 定理 2.2.6 马上 可 得 下 而 的 

推论 2.2.7 设 总 是 上 中 的 域 , FDC" 是 一 列 全 纯 上 映射， 
如 果 它 在 如 上 内 闭 一 致 收 化 于 下 , 而 下 是 从 上 的 单 叶 全 纯 映 射 ， 
那么 对 任意 紧 集 二 和 0， 存在 整数 部 ， 当 之。 时， Fi 在 以 上 是 
单 二 的 . 

证 如 果 定 理 不 成 立 ， 那 么 存在 自然 数列 已 < 如 近 … 一 c 及 
下 中 两 点 到 a'"，b"™， 使 得 

hd" 


【人 = (Cp'™), Ol 2 


由 于 天 是 紧 的 ， 不 妨 设 a 一 a， "rb， 由 上 涉 妈 得 六 (4) 和 = 
下 (5b)， 因 为 FF 是 单 叶 的 ， 所 以 a=5,， 邯 4a a, ba， 这 等 
于 说 ，R 在 a 的 邻 域 中 不 是 单 叶 的 ， 这 和 定理 2. 2. 6 蒜 盾 . 
品 

定理 2. 2. 6 和 推论 2. 2.7 都 是 从 极限 蜡 射 的 单 叶 性 来 推断 蜡 
射 序列 的 单 呈 性， 下 面 的 定理 则 基 从 映射 序列 的 单 叶 性 来 推断 极 
限 上 映射 的 单 叶 性 , 它 也 可 以 看 成 是 Hurwitz 定理 《定理 1. 2.9) 在 
全 纯 上 映射 方面 的 推广 . 

定理 228 设 人 是 CC" 中 的 域 , Fi: QC 是 口上 一 列 内 闭 
一 致 收 傅 于 FF 的 全 纯 映射 如 果 每 个 都 是 单 叶 的 ,那么 下 或 者 
是 上 的 退化 蜡 射 (有 即 detF Cz) 三 0， z 扎 站 ), 或 者 也 是 人 上 的 
单 叶 映 射 . 

证 由 定理 3.2.3, detFi(z) 在 六 土 处 处 不 为 0， 由 于 
detF， (z) 是 从 上 的 全 纯 消 数 , 且 

lim detF, (x) =detF' (2) 
在 从 土 内 闭 一 致 地 成 立 , 故 由 定理 1.2.9,detF'(z) 在 上 或 者 恒 
等 于 90, 或 者 处 外 不 为 0. 我 们 要 证 明 , 如 时 detF' Cz) 在 人 上 土 处 处 
不 为 0, 那么 下 在 人 上 是 单 叶 的 . 任 取 &,5ED, a 关 5,， 要 证 F(a) 
天 下 (5)， 为 简单 起 见 ， 不 婉 设 4 一 0，F(a) 一 0， 于 是 要 证 ， 如 
果 |5| 汪 0， 那 迄 |FCB) 1 0， 由 于 detF'00) 关 0, 故 存在 8B 《0， 
p)， 使 得 下 在 BC(0,p) 上 鞋 是 单 叶 的 ， 因 此 如 果 5E B00,p)， 当 然 
有 [FO) | 省 0. 现 设 5 久 B00,p) ,由 于 detF'(0) 天 0 由 定理 2.2.6， 
存在 ， 当 忆 六 时， F 在 B80,p) 中 是 单 叶 的 ， 且 存在 以 
FC(0) 一 0 为 中 心 的 邻 域 下 ,使 得 当 大 人 2 避 时 有 VCFB00,p)), 设 
VB(0,o)， 因 为 bp 入 B00,p)， 所 以 FC5) 针 BGO0,g)， 即 |F.(5) | 
全 9， 让 一 oo， 有 即 得 |FCB)| 守 fs 于 0， 口 
$s 避 吕 生 


8 2.3 了 .Cartan 定理 和 球 的 全 纯 自 同 构 


2. 3.1 页 . Cartan 定理 

设 吕 是 C" 中 的 域 , 如 果 玉 是 把 吕 映 为 自己 的 双全 纯 映 射 ,就 
称号 是 只 的 全 名 自 同 构 , 或 简称 自 同 构 ， 如 的 自 同 构 的 全 体 记 为 
Aut( 有 2)， 显然 Aut (2) 在 映射 的 复合 运算 下 构成 一 个 群 ， 称 为 
的 自 同 构 群 . 

在 单 复 变 中 已 经 知道 , 单位 圆 盘 上 的 自 同 构 群 是 由 于 述 变换 
组 成 的 ; | 

er aEU, OER. 
l—az 

一 般 来 说 ， 确 定 一 个 域 的 自 同 梅 群 是 相当 图 难 的 .在 这 一 节 
中 ,我 们 将 要 给 出 两 个 比较 简单 的 域 多 圆柱 和 球 的 自 间 构 群 ， 并 
讨论 与 它们 有 关 的 一 些 性 质 ， 

我 们 先 从 两 个 一 般 性 定理 讲 起 , 它们 都 是 属于 H.、Cartan 的 . 

定理 2.3.1 设 吕 是 上" 中 的 有 界 域 ， 如 果 下 ， 人 > 中 是 全 纯 
的 ， 县 对 于 茶点 aEQ 有 FF (Ca) ==a 和 所 (a) = 二 1 那么 F(z) 一 
对 所 有 = 所 如 成立， 

证 ”为 简单 起 风 , 不 妨 设 a 二 0、 因为 是 有 界 域 ,， 故 必 存 在 
0<r<R<eoy 使 得 rBCDCRB, 这 里 xB 和 RB 分 别 记 中 心 在 原 
点 ， 半 径 为 * 和 员 的 球 ， 设 互 = ( 方 ， …， 庆 )， 由 假设 得 

afi 


Ft0) 一 0 和 (9) 二 个,， iy 了 一 上 |， “9 
上 
根据 推论 1. 3.4， 方 可 在 ”中 展开 为 
fz) =z Pe) + j=l, “nn. 


这 里 严 呈 ， 忆 世 ，… 分 别 是 = 的 2 次 ，3 次 … 齐 次 多 项 式 ， 因 而 可 
写 
a D6" 


F(z)=z+ >) F(z), (1) 


这 里 F(z) 二 {PCz)，…， 了 Pz)) ， 我 们 要 证 明 
F.(z) =0, s—=2, 3, 
设 第 一 个 不 为 0 的 是 上 六，m 守 2， 则 (1) 可 写 为 


F(z) 一 = 十 DF,(z). (2) 
注意 到 PH(z) 一 了) az， 所 以 


i 二 mm 


PHF 一 PS fs ns fo) = DD arf fs 


.= Sa Ct ee) ee (ee) 
| 


一阵 


= Sat =PE (z) + 


' 习 | 二 


因而 
下 (一 的) + 
记 天 一 下 下， 天 一 天 。 天 1， 那么 
F(z) 一 下 (Rs))》 =F(2) +F FE)) + 
—g 二 2F, (2) + 
一 般 可 得 
re Fl ErB. 
因为 F(z》 的 每 个 分 量 都 是 mm 次 齐 次 多 项 式 ， 甩 以 
Fi(e“w)} —e"z he™ F(z) + 
于 是 


EF x) 一 去 | FC)e mdl, £3) 
2 


这 里 积分 是 对 产 的 每 个 分 量 进行 的 . 因为 下 把 从 映 入 ,所 以 户 
也 把 鼻 陕 入 上 刁 ， 因 而 
{FCeve) |<R 
+ D7. 


对 所 有 xzE€ErB 及 一 mrSO<r 成 立 ， 由 (3) 即 得 
ga) |R, ol, 2, + 
对 每 个 zErB 成 立 ， 因而 F(z) 一 0， 再 由 定理 1.1.3 即 得 
Ftz) 一 < 在 口上 成 立 . L 
定义 2.3.2 设 昌 为 C" 中 的 域 . 如 果 对 任意 *ED 及 实数 9， 
均 有 ezED， 就 称 吃 为 圆 型 域 . 
显然 , 球 和 多 贺 柱 都 是 圆 型 域 ,Reinhardt 域 也 一 定 是 圆 型 域 ， 
但 回 型 域 不 一 定 是 Reinhardt 域 . 例如 人 ={ (z1，…，z,): |zi 十 
十 名 | 二 1} 显然 是 圆 型 域 ， 但 却 不 是 Reinhardt 域 ， 
对 于 加 型 域 上 的 双全 纯 映 射 ， 有 下 面 的 H. Cartan 定理 . 
定理 2.3.3 设 人 0 和 2 都 是 C" 中 包含 原点 的 圆 型 域 , 其 中 
2 是 有 界 的 . 如 果 卫 ， 2 一 上 2; 是 双全 纯 上 映射 ， 自 FF(0)= 王 0， 那么 
下 一 定 是 线性 映射 . 
证 命 G= 扬 '?， 因 为 G(F(z)) 一 z， 由 命题 2.1.3 得 
GDC0) 二 1, ,对 于 固定 的 实数 8， 定 义 
H(z)=G(le "Fle sr)), EN,. 
”因为 2 和 0 都 是 阿 型 域 ， 所 以 五 是 Qi -=D, 的 全 纯 映射 ,而且 
可 (0) 二 0， 开 (0)==G' (0) 玉 (0) 一 JL, 且 因 0 是 有 界 的 ， 由 定理 
2.2.1， 本 (zx) = 二 z 对 zE 和 0 成立。 由 此 可 得 
Flz) =F (H (2)) =F (Gl(e Feez))) =e-*p (etre), 
即 


Fle*z) =e"F (2) C4) 
对 任意 zE DD 及 实数 8 成 立 . 在 原点 附近 作 下 (z) 的 齐 次 展开 式 
Fx) =F (Os FP, (zs) de, 2 (5 


这 里 下 (z),z， a(x)，… 都 写成 列 向 量 ，F,(z) 的 每 个 分 量 都 是 
m 次 齐 次 多 项 式 . 在 (5) 中 用 ez 代 x， 并 柱 意 到 (4)， 即 得 
Flz) 一 下 0) 十 em YF (2) 《67 
比较 (5) 与 (6)， 即 得 让 ,(z》 一 0， 因而 F(z) 一 到 (0)z。 站 
sa EE* 


从 定理 2. 3.3 可 得 如 下 的 
推论 2.3.4 设 吕 是 5 中 包含 原点 的 有 界 贺 型 域 , 如 果 FE 
Auttn)}， 且 FC(0) 二 0， 那么 下 一 定 是 线性 映射 ， 
证 ”只 要 在 定理 2. 3. 3 中 取 六 一 局: 一 六 口 
注意 , 定理 2. 3. 3 中 关于 眉 是 有 界 域 的 假定 是 必要 的 ， 如 果 
不 是 有 界 域 ， 结 论 就 可 能 不 成 立 ， 例 如 
R= {rr EOC, |zz;|<1}, 
显然 总 不 是 有 界 域 . 任 取 h: UC， 这 里 UV 记 单 位 圆 具 ， 要求 
巧 U 中 处 处 不 为 9 的 全 纯 确 数 ， 考 虚 映 射 
Ft) = CTAtzze) Th lw ee) 3 
由 于 |zh(txizs)zsh (ez) | = [zz | 过 1 所 以 和 (DC， 又 天 为 
《Fo 4) zis22) 一 (x4,z2)， 所 以 《F，) 1 一 Fi}, 因而 F 是 把 人 映 
为 的 双全 纯 上 映射 , 而且 Fi(0,0) =0, 因而 定理 2. 3. 3 的 条 件 都 
满足 , 但 F, 不 是 线性 映射 ， 原 因 就 是 如 不 是 有 界 域 . 实际 上 , 这 
也 是 推论 2. 3.4 的 一 个 反例 ， 如 果 假 定 #(0) =1， 那 么 
ht0} 0 
Foco)=| , |=7 
0 -1C0) 
这 也 给 出 了 定理 2. 3. 1 的 反例 . 
定义 2.3.5 设 呈 是 C" 中 的 域 . 如 果 对 任意 两 点 @， bEN, 
一 定 存在 EAut(0) ,使 得 g(a) 一 5， 就 称 避 为 可 通 域 或 齐 性 域 . 
可 递 域 有 很 多 良好 的 性 质 . 
定理 2.3.6 设 科 和 ;是 C" 中 包含 原点 的 圈 型 域 ,其 中 心 
是 有 界 可 递 姑 ， 如 果 存 在 双全 纯 映射 五 把 避 , 映 为 0,， 那么 一 定 
存在 线性 映射 把 总 映 为 如 
证 设 az=R 0). 因为 人 0 是 可 递 的 必 存 在 PE Aut(12)， 
使 得 gq0) =a， 命 避 = 请 .ww， 于 是 
GCN) = FP)) = FO) = 1,, 
而 且 C(0) 一 F(90)) 一 Fa) 一 0， 应 用 定理 2. 3. 3， 即 知 C 是 线 
各 Ss 


性 映射 ， D 

2.3.2 多 回 柱 和 球 的 自问 构 

现在 应 用 H. Cartan 定理 分 别 给 出 单位 多 圆柱 L" 和 单位 球 
召 。 的 身 同 构 群 . 

”定理 2.3.7 对 于 每 个 FE Aut (fr)， - 定 存在 aEL"*, 实数 
PB ，-…， 扩 和 置换 fr， (1. …， nn) 一 《1]，…，w)。 使 得 


人 A 全 TT 所 1 
fz) | 
1 一 一 - 本 jg ey 1 rn 


证 分 丙种 情况 讨论 ， 
(一 ) 先 设 (0) 二 0， 这 时 我 们 证 明 
fz) = [ede pg) . 
事实 上 ,在 这 种 情况 下 ,根据 推论 2. 3. 4, 了 是 一 个 线性 映射， 今 
设 f= (7， 各 


fil2) = Daves k=lmn, as EC (7) 
i=1 
因为 当 xEU 时 ,| 所 (2z) | 二 1 有 二 1， ,nn 戎 设 ap 二 | ale- 专 ， 


选取 z=re”，0<r<]. 则 有 > 1aw1< 记 ， 让 + 一 1， 得 


Pal < 1， 外 二 1 ,sn (8) 
下 面 我 们 证 明 » 对 7 二 1]， “ 有 | 
max lan| 一 1， {9) 


事实 上 ， 固 秆 j， 也 点 列 人 人 一 C0, "es 1 一 了 了 ， = D0), z 中 除 


了 第 ;个 坐标 为 1 一 了 外， 其 它 坐 标 均 为 0， 显 然 2*EU”"， 它 以 
{Nn, sii i， "my 0 为 极限 点 ， ELF (zy) 的 极限 点 也 在 Z 的 
边界 上 .由 (7) 知 Ai(zw) 一 | 1 一 于] su， 因而 


[一 — [1 一 一 | tas yn 一 《加 1 忆 de, 


+* 


这 就 让 明了 (9). 今 取 ;二 1, 则 有 相应 的 &(1)， 使 得 |ato:| 一 |， 
由 (8) 得 ay =0，i 一 2，…， 28， 对 7 一 2， 有 相应 的 上 2)， 使 
得 |asy | 二 1， 阐 县 关 C2) 天 EL1)， 不 然 的 话 ， 便 有 es 一 1， 
这 各 和 园 半 证明 的 aw. 一 0 相 亨 年. 继续 伐 下 去 , 对 每 个 j==1,…， 
n， 必 有 上 训 (pf 使 得 |a | 二 1 ww 二 0 (1 了 7)， 而 且 
C(O])，-…， 直 (nm) 是 和，…' ;nn) 的 一 个 置换 若 记 + 是 上 述 置 控 
的 道 置换 ， 则 
[lag | = 1 a = 0(7 # &) 
代入 (7)， 即 得 f(t 一 eee. 
(二 现 设 fa) 二 0，a 关 0. 作 爹 纯 贞 射 


量 然 gE Aut(L™)， 且 g(a} 一 0. 命 
F=g°f!, (10) 
当然 下 EAutt0™") ,而 是 上 (0)==g(a) 二 9, 根据 刚才 讨论 过 的 


(Fe)=1 era en) ;由 (10) 得 f(z) 二 上!1(g (2)), 
把 下 :各 gg 的 表达 式 代 入 , 即 得 所 要 证 的 结果 .、 口 

现在 讨论 单位 球 5B, 的 全 纯 自 同和 攀 . 

定理 2.3.8 设 yEAut(B,)， 如 果 qx0) =0,， 那么 是 一 次 
变换 。 即 存在 西方 阵 上 ,和 使 得 

te) = zl, zeB., 

证 首先 由 推论 2.3.4; ?是 一 线性 映射 . 写 gq (xz) 二 z 丁 , 这 
里 本 是 一 个 x 阶 可 北方 阵 . 对 于 任意 z€ Bs 如 果 |z| 达 |zT1, 郑 
么 [村 Te 已 ,因而 | 二 和 | TE B.. 但 | [二 告 1j 了 | 一 1, 这 不 可 能 
同 理 可 证 |z1>1zT| 也 不 可 能 ， 所 以 对 任意 z 握 召 . 有 |z|= |zTl， 
因而 了 是 西方 阵 ， 口 

这 个 定理 确定 了 全 部 把 原点 上映 为 原点 的 B, 的 自 同 构 ， 

«61l* 


为 了 确定 B, 的 全 部 自 同 构 ， 对 于 a& B8,， 设 法 构造 EE 
Aut(B,) ,使 得 gla) 二 0. 仿照 单位 贺 盘 的 情形 , 写 
如 一 之 六 


w= Pz) = Ta (11) 


这 里 = 一 (zy ga) 二 Co 者 
是 行 向 量 , z' 表 示 zx 的 转 置 ,是 一 个 列 向 量 , 因而 (11) 的 分 母 是 
一 个 复数 . (11) 的 分 子 上 的 4 是 一 个 符 定 的 阶 方 阵 , 分 子 表 示 
一 个 行 向 量 . 现在 的 问题 是 要 适当 选取 4, 使 得 (11) 是 我 们 需要 
的 自 同 构 ， 直 接 计 算 可 得 


_ 1 - _ _ 
1 一 wr 1a! 一 ax! 一 Za’ 二 az' za’ 一 Ad 


十 za + ad'z' — xAA'z’'), 
为 了 化 简 上 式 ， 我 们 要 求 da 二 a ， 或 者 a 一 < 下， 子 是 得 


1 — lwl* = Ha + a2'ta’ 一 xAA'z'), 
其 中 =1 一 aa'==1 一 |a|:， 注意 到 
Adz'za! = |ar' |: = 42212 一 za'ar’, 
上 式 可 写 为 


1 wl = sa AA Ya )}. 
11 — az’ | 
如 果 能 选取 4 ， 使 得 a'a 一 AA' 二 一 wr 了 I， 那么 便 有 
1 1 12 
1 一 |wl: = 五 él | |) C12) 
这 样 ，(11) 便 是 把 B, 屿 和 人 B, 的 全 纯 映 射 了 .现在 问题 归结 为 寻 
找 满 足下 述 条 件 的 nn 阶 方 阵 4， 
pe 一 2 13) 
44' — a'a = s1.. C14) 
为 此 ， 如 果 a 关 0， 命 P 一 Taai 抽 果 z 一 0， 命 五 一 0. 不 难 验 
证 
者 B22* 


A= sD 二 (1 PP 
便 满足 条 件 (13) 和 (14)， 于 是 得 
定理 2. 3,09 对 于 每 个 aE B,， 记 于 二 1 一 |al:， 如 果 0, 


P= Taa: 如 果 a 一 0， P=0，A==sL, 十 (1 一 YP 那么 


一 全 凤 


1 一 Ag! 


入 Lz) 一 


具有 下 到 性 质 : 
人 BODD=a Rta} = 0 


P 


(i) g's(0)—a a Aa) 于: 
这 里 pg '。(0)， 9 '。 (Ca) 分 别 记 映 射 旭 在 z==0 和 z==a 处 的 导 
数 . " 
Qii) 对 zxEB,， 有 
(1 一 lef) 一 lz1’) 
|1 一 二 
《iv) 锡 是 对 合 变换 ， 即 gC(R(2)) = 二 2 
(v) HE Aut(B,). 
证 《i) gg(0)=a 是 显然 的 .由 (13) 得 a 一 a 王 一 a4， 所 以 
a) 二 0. 
(ii 因为 . 
px)= (a — 2A)(01 十 as 十 of 过 |] 
=4— xAT zaa + otlz!) 
二 (0) 十 za'e 一 A} 十 ot|z|)， 
根据 全 纯 映 射 导数 的 定义 2.1.2， 即 得 
pA(0) 一 aa — A'. 
为 了 计算 9.(a)， 注意 
| 对 | “1 


a 二 有) 一 RD)= Ra 二) 一 一 11 一 er 


1 | ee) | = 


* 具 呈 = 


二 一 外 [1 十 合十 od]h1)| 
5 5 | 


二 一 娩 十 of)， 
由 此 即 得 pg'。(a) = 一生. 
《iiiy 由 《li2)》 即 得 . 
Civ》 记 如 = *， 铝 ， 则 由 Gii) 知 ， 歼 是 把 疡 .英和 B, 的 全 
纯 上 映射, 由 (i) 得 瑟 (0) 一 外 (外 (0)) 一 0. 由 命题 2.1.3 及 (i) 可 得 


再 0) = g(a) 09,0) 一 一 全 (aa 一 4 一 了 . 


于 是 由 定理 2. 3. 工 于 得 (Rs 一 = 对 xEB 成立. 
Cy) 由 《ii 铺 , 名 是 把 8B, 英和 B, 的 全 纯 映 射 ， 由 《iv 得 
JC!' 二 R 是 全 纯 的 ， 因 而 EAut (8B.), 口 
利用 这 个 定理 中 找到 的 多, 我 们 可 以 定 出 Aut (8B,) 的 全 部 自 
同 构 . 
定理 2.3.10 设 %EAnat (B.)， 如 果 玫 (a》=0， 则 必 存 在 
唯一 的 杠 方 阵 U， 使 得 对 每 个 2z€E B,， 丰 
pe) = EI, 
证 记 f=g "rR; 则 FEAut (8B.), 县 A(0) 二 pla) 二 0, 由 定 
理 23.8 知 了 上 是 一 个 本 变换 , 即 存 在 西方 阵 忆 ,使 得 
pw) 二 wD. 全 有 (Cw) 二 z; 则 ww 一 RC(z), 因 而 得 (xz) 一 
Lz)U.U 的 唯一 性 是 最 然 的 . 口 
利用 这 个 定理 ， 可 把 定理 2. 3.9 iiiy 写成 更 一 般 的 形式 . 
命题 2.3.11 设 YEAut (B,), 如 果 J (a) 一 0, 则 对 zE€B,， 
wwE 五 .， 有 等 式 
(一 |al(1 一 zztr) 


1 — $2) Ge] 一 


证 由 定理 2.3.10，、 存 在 西方 阵 忆 ， 使 得 % (z) 二 gq.(z)U， 
恒 64 浊 


(15) 


因而 
1 一 tes) fiw C= 1 Oo Pw), 
从 名 {z) 的 表达 式 ， 可 以 直接 算出 


四 
1 — ge Rw mL 0 — zw) 


a) 一) 

所 以 (15) 成 立 . 0 

在 今后 的 讨论 中 , 我 们 经 党 需要 用 Aut 48,) 中 的 自 同 构 对 球 
上 的 积分 作 变 换 ， 为 此 要 计算 它 的 Jacobian 的 值 . 

定理 2.3.12 设 wEAut (8 )、 如 时 (al 一 00， 那么 
了 一 1 
]1 一 az 

证 因 定 zE€B, i 记 w=y (xz). 命 f=% "yy: 则 fE 
Aut (B.); 且 了 (0) 二 0， 由 定理 2.3.8， 存在 西方 阵 避 ,使 得 
7 上) 一 tU, 由 此 即 得 yy() 一 (GD 0) ,7E 8B.. 由 命题 2.1.3 
得 


n 二 1 


CJR) (2) = | (16) 


tz) = pO RU = ,0) 9.2) ， 
这 里 (p(xz))' 是 方 阵 p.tz) 的 转 置 .于 是 
FT 02) |: = ldety (2)|: = |dety ,C0) | |detop. Cz) 1. (17) 
由 定理 2. 3.9 (i》， 我们 有 


， i a 1 1 一 
PAO) = TO 一 了 T= sei, Ti 世 )， 
所 以 
， 全 和 | _ 1 EE -rr | _ (vw? 
detgu [0 - 1"s"det| 1, T= De{1 1 
= C1 一 《一 TD" 一 | 二. (18) 
由 于 
_ | we | 2 
(2 = [= [二 |， 
所 以 


C— I)" i zz 
meth tT 


-St 


人 
一 (一 1)"(] 一 |z1:)- 竺 :. (19) 


detw. C2) = 


把 《18》 和 19) 代入 (177， 并 注意 到 命题 2. 1.5， 即 得 


_ 2 mm 十 
(Jag)(z) = | (JP 2) 1 = | 1 二 和 (20) 
由 《15) 可 得 
加 四 人 一 ef 人 一 上 | 殷 
l lwl* = 1 [wz) | = 上 1 一 az |? + 
代入 (20) 即 得 (167. 口 


2.3.3 多 辐 柱 和 球 的 非 全 弛 等 价 性 

下 面 给 出 多 圆柱 U" 和 球 B. 非 全 纯 等 价 件 的 证 明 . 

定义 2.3.13 设 馈 和 Ps 是 上 中 两 个 域 ， 如 果 存 在 双全 纯 
映射 把 售 , 映 为 有;:， 就 称 记 和 2; 是 全 冲 等 价 的 . 

在 单 复 变 中 ，Riemann 定理 断言 ， 几 边界 点 多 于 一 个 的 单 连 
通 域 必 与 单位 圆 盘 全 纯 等 价 . 因此 单位 男 盘 在 单 复 变 中 是 具有 代 
表 性 的 域 , 多 复 变 中 的 情况 要 复杂 得 名, 即使 两 个 最 简单 的 域 一 
多 圆柱 和 球 也 不 是 全 纯 等 价 的 ， 这 一 事实 首先 由 Poincaré 所 指 
出 . 

命题 2. 3. 14 . 单位 球 B, 是 C" 中 的 可 递 域 . 

证 任 取 a, bEB,， 则 有 名 EAut(B,), 使 得 (la) 二 0, 同 
时 有 名 EAut(B,) ,使 得 p00) ==5, 命 J 二 pw go; 则 EAut(B,)， 
且 gta) 一 5， 新 以 B 是 可 递 域 ， 口 

定理 2.3.15 多 圆柱 避 "和 球 B, 不 全 纯 等 价 ， 

证 如 果 U" 和 B, 全 纯 等 价 ， 那么 存在 双全 纯 映 射 
F，F(B,) 二 U". 由 于 B, 是 圆 型 的 ,而 且 是 有 界 可 递 的 ,U" 也 是 个 

中 [a 中 


型 的 . 由 定理 2. 3. 6, 必 存 在 线性 映射 把 B, 映 为 过 ， 但 线性 观 射 
把 球 映 为 椭 球 ， 不 可 能 是 多 图 柱 ， 这 个 矛盾 证 明了 U" 和 8B, 不 是 
全 纯 等 价 的 . 口 

这 个 定理 的 另 一 个 证 明 购 定理 2. 5. 15. 


§2.4 Schwarz 3 引 | 理 


2.4.1 星 形 加 型 域 的 Schwarz 引 理 

在 单 复 变 中 ，Schwarz 引 理 讨论 把 单位 圆 盘 映 和 人 单位 圆 盘 的 
全 纯 函 数 的 性 质 ， 

(iy 如果: UU 是 全 纯 的 ， 那 么 

| 产 (0)| 扫 1， 

其 中 等 导 成 立 的 充分 必要 条 件 是 f(x) 一 ce，c 是 模 为 1 的 复数 . 

(1i) 如果 f: UU 是 全 纯 的 ， 而且 f(0) = 一 0， 那 么 

.As 所 |z|，zE 7 

其 中 等 号 成 立 的 条 件 和 (i) 相同 . 

对 C7" 中 的 域 附加 适当 条 件 , 也 有 类 似 的 Schwarz 引 理 , 为 此 ， 
先 证 明 下 面 的 

命题 2 4.1 设 0 是 C" 中 包含 原点 的 有 界 国 型 凸 域 , 对 每 个 
8 所 习 -， 和 证 必 


plz) = inffc > 0: 一 € 有) ， 


那么 (i) ptz) 是 C 上 一 个 新 的 范 数 ，(ii} 在 范 数 p(xz) 下 ，C" 
是 一 个 Banach 空间 (ii /= {zEC",p(z)<11. 
Plz) 通常 称 为 域 有 由 的 Minkowski 证 了 消 ， 
证 (要 证 明 是 C" 上 的 范 数 , 就 是 要 证 明 jp 满足 下 列 三 
个 条 件 ， (a) plz) 守 0,， plz) 二 0 的 充 要 条 人 忻 是 z=0; (5) 
Plz 二 rw) p(tz) 二 pw) 对 任意 zwEC 成立; {ec) p (ar) 
* Fr 


二 jAlptz} 对 任意 AEC,zEC' 成 立 . 先 证 (e). pl(z) 之 0 是 显然 的 ， 
pt0) 一 9 也 是 吕 然 的 今 设 p(xz) 一 0 要 证 x==0， 因为 是 有 界 


威 ， 故 存在 民 二 0， 使 得 PCB (0, R)， 寺 是 对 任意 z 关 0， [是 


长 度 为 R 的 向 二 ,因此 和 位 癌 ,所 以 及 -二 p(z), 即 p42) >0， 故 
Ptz)》 二 0 时 必 有 z=0， 这 就 证 明了 (ai， 为 了 证 明 人 人)， 合 二 


pe) 本 ,cz 一 ze) 十 了 >， 则 二 -EQ ED, 由 于 只是 凸 的 ， 所 
以 
二 Te CC] Ea i 


cl 十 cy cd 十 cs To Cen 


国 而 ci 十 cz 之 六 4 十 和 ) 吧 plete) Sp{z) plrw) te,it 0 吕 
得 三 角形 相等 式 ， 现 在 证 明 te). 设 AEC， 由 于 和 是 圆 型 的 ,所 

， 人 - a 
以 从 st) Fe 和 可 以 导出 IAT BF ey Fe Te 生 有 3， 这 说 明 
14 tp Cz) 十 6 2 az) ,让 se->0, 即 得 志 CAe)y 寺 [aAip tz). 六 
一 方面 ， 由 于 地 a Ty Fee 逐 内 为 总 是 阐 型 的 ， 


Pl) Te™ Pey ett: 


所 以 ptaz) 十 e 之 IA1ptz) ,让 ED0， 即 得 paz) 写 |41ptx}， 内 而 
ptA2) 二 141ptz)， 所 以 是 C" 上 的 一 个 范 数 ， 

Qi) 由 于 有 穷 绯 线性 空间 上 的 范 数 部 是 等 价 的 ， 和 
户 【=》 和 老 范 数 |=! 是 等 价 的 .因而 在 新 浴 数 下 ，C" 也 是 -个 Ba- 
nach 全 | 癌 ， 

Cii》 皇 取 > 生 电 :上 氏 为 中 是 开 集 ， 赵 它 有 0<r 二 11， 使 得 了 所 
2， 所 以 (Cz) 各 1, 肥 之 如果 px) 达 1， 上 政 -使 得 
p (2) <c 人 2] ,于 是 二 世上 ， 和 于 训 是 太 的 日 世 人 育 陈 点 ， 国 而 二 一 


* 站 辐 。 


(ec) - 0-Hc| 硅 | EQ， 这 就 证 明了 
N= IzEeEC .pli1}. 0 
定 妈 2.4.2 设 且 是 C’ 中 的 域 . 如 果 对 任意 的 zEN 太 0s<r 
人 1 有 rzEN， 就 称 虽 是 星 形 域 . 
对 于 性 形 贺 型 域 ，Schwarz 引 理 有 如 下 的 推广 . 
定理 2.4.3 设 和 分别 是 C" 和 C" 中 的 星 形 贺 型 域 ， 
其 中 f2; 还 是 是 的 有 界 域 ， 如 果 下 ， .一 0; 是 全 纯 的 ， 那 么 
0) 六 (0) 把 避 映 入 2; 
(iiy 如 果 FC0) 二 0， 那么 对 和 任 症 0 之 1 有 FO) Crn,. 
证 周 为 上 2: 是 C" 中 的 加 型 的 有 和 界 汕 域 ， 夏 可 仿 命 是 2.4.1 
的 化 法 在 C” 中 引进 范 数 : 
el = inf{e ww Dc lw EE 0,}. 
C” 中 引进 这 个 范 数 后 所 得 的 空间 记 为 了 , 它 是 一 个 Banach 空间 ， 
它 的 单位 球 下 是 和， 即 
=- fe EE "ww 1 
现在 固定 = 冬 r2 ,0<r 委 1 因为 由 是 开 的 , 故 必 有 :过 x, 使 
得 zEzD) ,有 即 1-1zE€ 0,， 因 为 0 是 星 形 加 型 域 ， 所 以 对 任意 XE 
因而 下 Oz) 各 人、 今 设 丁 是 了 上 任 一 范 数 为 
1 的 有 界线 性 泾 闫 ， 定 区 
BW) = TFCOE ie))， 
则 gg 是 如 上 芍 金 红 冰 数 ， 而 划 
IE TP) 1 
于 是 由 单 复 变 的 Sciiwarz 引 理 得 :ge (0) 1 乏 1, 但 


到 CGOD - gC0))= TPs) 一 Po))] 


= TOF CON 2 + 0(1)), 
妈 阁 C07 一 TCOF (OE) 由 Hahn-Banach 定理 ， 
六 bd 站 


FO-izl = sup{ TOF (ONT) | 人 Y | 一 1 入 1 
这 说 明 扩 (0 itzE 王 ， 或 者 

下 CC0)z € th, CC rN,, 
即 FO GD) C7,， 这 就 证 明了 (i), 


如 果 Rt0O) 一 0， 那 么 g(0) 一 0， 这 时 由 单 复 恋 的 Schwarz 引 
理 得 |gC) | 志 |*|，AEU。， 因而 


FO = sop{ TFET EY, NT = 1} 
|4|, 
这 说 明和 IF IE ， 让 一 1， 邑 得 
Flz) € 1), CC rN,, 
国 而 FN)Cri). 0 
看 两 个 简单 的 例子 . 
例 2.4.4 设 忆 : B, 一 U 是 全 纯 的 ， 这 时 


;10s {iF .2 
FC0) =| 天 (0)， ， 志 (0)] ， 


根据 定理 2. 4.3， 它 把 zEB, 跌 入 U5， 册 


= a 
区 下 (0) 您 乓 


<l. 
由 此 即 得 
> ] 到 (0) [< 


例 2. 4.5 设 下 ， UB 是 全 纯 的 ， 记 玖 一 (Fs iui ff, 这 
讨 (C0) 把 EDU 喘 入 B,, 好 CF) C60) A F007) A) EB,., 
由 此 即 得 


y， PCO) 1 1， 


如 果 向 ， 人 2, 都 是 球 ， 利 用 Schwarz 引 理 可 得 
定理 2.4.5 (0) 如 果 下 : 8,. 一 B。 是 全 纯 的 ,aE B,, F(a) 二 6， 


那么 | 多 人 (zc | 之 |%(z) | 对 每 个 <E BB, 成立， 或 者 
和 ro | 


1—Ftz)Ftay | 
{1— |F(2)|:) (一 | 有 Ce)| 5 


i—za'l:’ 


S01 Taly: (1) 


Qi) 如 果 m=n, 且 FEAut(B,) ,那么 ICF (Cz)) | 二 |%%(2)|， 
即 (1) 的 等 号 成 立 ， 

证 (iD 命 G=8 °° 则 GB 一 B， 是 全 纯 的 ， 而且 
G0)= 二 {FF。，%)(0)= 二 0. 于 是 由 Schwarz 引 理 ， 有 
Gl) 和 |z|, 即 18 :Cz)| 夺 |z|, 由 此 即 得 

[pF (zs) | tz) |. (2) 
由 (2) 再 利用 定理 2.3.9 (iiy 即 得 (1). 
i》 如 果 吉 二 n， 县 FEAut CB), 网 FT! (686) 一 和 对 下 
用 6 得 
[RF |||) |, 
即 iglz) | 过 IpCF(z))|， 再 用 (i) 的 不 等 式 即 得 
I |=|p1{2)|. DO 

2. 4.2 全 弛 映射 的 从 属 原 理 

作为 Schwarz 引 理 的 一 个 简单 应 用 ， 我 们 引进 从 属 上 映射 的 概 

设 虽 是 C" 中 包含 原点 的 凸 有 界 圆 型 域 ， 下 :0 一 C，G，D 一 
cC" 是 两 个 全 纯 映 射 ， 如 果 存 在 全 纯 映射 p: D-*0, p (0) =0, 使 
得 

Fz)=GtH2)) ,tN, 
就 说 所 只 属于 GG， 记 为 F<G. 

很 明显 , 如 果 F<G, 那么 FDI CCG (OD, 且 F(0) 二 G(0). 
在 一 定 药 条 件 下 ， 它 的 道 也 是 成 立 的 . 

命题 2.4.7 如 果 G 是 如 上 的 双全 纯 映 射 ， 那 么 FF<CG 的 充 
分 必要 条 件 是 下 (0) 一 GC0) 和 三 (DCGCDD). 

曙 六 了 和 


证 ”必要 性 已 如 上 述 ， 现 证 充分 性 . 因为 是 双全 纯 的 ， 所 
以 GY 站 GG CR) 上 全 纯 、 于 是 
a) =0G (FE)) ,rEN (3) 
在 前 上 全 纯 , 量 p02)CRJH0)==0. 从 (3) 即 得 
Flz)=G(p(z)}. 日 
从 命题 2. 4.7 和 Schwarz 引 理 便 可 得 到 下 面 的 从 属 原理 . 
定理 2.4.8 设 如 是 CC 中 包含 原点 的 有 界 图 型 王 域 ,天 : 0 一 ~ 
C" 是 全 纯 的 ，G; 0->C" 是 双全 纯 的 .如果 (0) 一 G0(0), 是 
FO)CGCD) ,那么 对 什 意 0 二 r<1 有 
Flirt Ceotr). 
证 从 命题 2.4.7 得 知 f<G, 二 而 存在 8: 2 人 ,pp (0) 一 
0， 使 得 (zx) 二 G(plz)》 对 每 个 zE 介 成 立 ， 但 由 定理 2.4.3 
(ii 得失 royCr，0<r<i， 由 此 即 得 
Fr) 一 CC(MKrDI) CGrNRY, 日 


$ 2.5 多 贺 柱 和 球 上 的 星 形 映射 和 由 映射 


2.#.1 多 贺 柱 上 的 星 形 映 射 

设 了 UC 是 单 叶 全 纯 函 数 , 如 果 了 (5) 是 CC 中 的 星 形 域 ， 
就 称 了 是 星 形 函 数 , 如 果 (0 是 C 中 的 西域 , 就 称 了 上 是 凸 函 数 ， 
了 是 U 上 的 星 形 消 数 或 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 分 别 是 


F(x) 
Rel| = F(z) | >。， 名和 攻 


| 


现在 把 星 形 画 数 和 凸 喇 数 的 梳 念 推广 到 C". 
定 半 2.5.1 设 旭 是 C* 中 包含 原点 的 域 ,了 ->C" 是 双全 纯 


映射 . 如 果 (0) 一 0， 了 CN) 是 C' 中 的 星 形 域 ， 就 称 了 是 如 上 的 
。 72 。 


空间 EU. 


寿 形 映射 ; 如 果 C2) 是 CC" 中 的 欧 开 西域 , 就 称 了 是 中 上 的 凸 映 
射 . 

下 年 我 们 要 给 出 上 是 5 上 的 星 形 上 映射 或 凸 映射 的 充分 必要 
条 件 . 为 此 引进 映射 类 严 ， 在 下 面 的 讨论 中 记 站 = 1 = max [zi1, 
T= {zl “" Tn). 

定 必 2.5.2 PP 是 满足 下 面 两 个 条 件 的 全 纯 上 映射 g; U" 一 C” 
的 全 体 ， 

(1) sgt) = 站 4 

(i) 当 | z=|z,| 守 0 时， 

Re > >0, 

这 里 g 二 (gi, #,). 

我 们 需要 下 看 三 个 引 理 . 

引 理 2.5.3 设 对 每 个 :ET 二 [0, 11, 全 纯 上 映射 族 8 (z; 4)， 
LT 满 下 下面 两 个 条 件 ， 

《1 (zs 0 一 wy 1) =0; 

《ii 存在 >>0， 使 得 
z— Pp 《之 和 

友 


lim 
十 


—=g(lz) (1) 


fr 


存在 ， 且 gEHUm). 

那么 gEP,， 

证 从 (1) 知道 g(0)=0. 记 P (zs 站 二 (zy2)，， 
名 (zy 2)， 从 (1) 知 必 有 Bin A 1 


pz Cs- Fit)) 


Wt :ty -一 和 天 一 ]， “ry 


Zi 十 太 (2 
当 名 六 0 时 ， 二 是 0" 中 的 全 纯 隙 数 . 由 定理 2. 4. 1， 
Te zt) zl. (2) 


于 是 当 目 z| =max |z|= |z;|>0 时 ， 由 (2》 可 得 


» ?Fe 


he) _ope 0 
Re 2Re zi 


施用 一 多 
Tt 
_2 (sl -lp 
Ee 
而 由 条 件 (Qi) 得 
0 it) |; i 一 和 () 2 之 ， 
im Tm p(t) 
=gj(T), 
所 以 


Re [S22 —Re {Llimg | 
证} 


pn 


一 lim Re (2 |>0. 


ent 


这 就 证 明了 gE€P,， 口 
引 理 2.5.4 设 f,U">C' 是 双全 纯 映 射 , F060)=0. 如 果 全 纯 
映射 并 下 (tz; 让 ;CU" 一 C* 满足 ， 
(iD 天 (zi 0) 一 zz)， 开 05 一 0D，( 人 了 1 
(ii 对 每 个 :ET,， F(z; 1 (xz); 
ii》 存在 >>0， 使 得 
pm fs 0) 一 天 《全 +) 


,0 £° 
存在 ， 且 hEHGU")， 
那么 及 (z) 二 产 (z)g(z), 其 中 gE€P, 六 (zs) 是 了 的 导数 ， 即 
了 的 复 Jacobi 夭 阵 ， 
证 由 条 件 Gi ， 存 在 fz; 日 : LU" 一 U*， 使 得 
Filz, 2) 一 下 (zt EU", :El1, 
上 且 pcz; 让 和 上 zl, 命 5=8 Cz; 让; 把 让) (j= 二 1 …， 
n》 在 =z 处 展开 成 寡 级 数 : 
站 rd* 


—A(2) 


00 一方 (人才 ) 十 一 二 Ys (一 21) 十 … 


FUE (ga) +RCEiz), 
写成 向 量 的 形式 ， 便 得 
f (zst)) =f 2) +f (2) (gl230) —z) 
十 民 RP (zxz, £1), 2),， 


这 里 上 人 竺 作 二 上 -0 ( 当 5 一 < 上 一 0 时) 于 是 
Fiz;0) 一 下 【> rt) 
Fa 
zz— Pz 1 Rig (es £) ,2) 
= (PE RP 8), (3) 
我 们 证 明 
lim 一 sO 2) ,2 = 人 0 (4) 
因为 
Ro 《zs £), 2) 
下 
Rlzit)rz)p (zs 7) —z 
Pz 1) —2 1? . 
所 以 只 须 证 明 , 当 : 一 0* 时 ,上 ?和 只 一 < 上 有 界 ， 若 不 然则 


存在 {4), -=0+ 使 得 <? 如 一 * 上 在 (3) 两 端 取 极 


牙 
限 得 
klim {| f TE 
_ _R(gp(z st1) 12) | = 一 二 | 
| 2 — gz 32) 纹 
因为 


县 (人 ;之 


Tor zl 0 


* he 


因而 只 能 有 有 


， TH 
i (TN 0, 
时 为 C 产 (z7) 7! 存 首 ， 所 以 
— Pz i) 
Tgen 
但 这 是 未 访 能 的 ,因而 (4) 成立， 现在 在 (3) 两 端 命 :-=01, 利 
当 31 理 2, 5.3， 即 得 (zz) 一 了 (zgtz}， 其 中 gEPF. U 


引 理 2.5.5 设 f; LU "~>C" 蚌 全 纯 上 映射, 如 果 存 在 gEP，, 使 
得 (tz) 二 了 (zjgltz)， 那 么 当中 zz 二 |x;| 计 0 寻 ， 


Re E22 >0. 


+ 关 a 局 
证 也 Er ， 使 得 |al 一 ia|>>0 命 丸 = 二 ， 一 l，“， 
pr 则 i 1 一 5 现 命 2 (A A ) 2 [zi|<=1， 


伺 有 上 zB 一 iz,| 计 0. 按 gg 的 定义 有 Re >0, 0< lx,|<1, 由 
了 f(z) 一 了 (zg(lxz)， 写 成 分 量 的 形式 
je) ==" se = i 宅 ) 二: + Dt fg j=], ,hh. 


把 上 边 等 式 两 端的 函数 都 在 2 二 0 处 展开 成 宏 级 数 , 并 比较 一- 次 项 
的 系数 可 得 二 一 6%， 因而 g,(z) 在 x=0 处 有 展开 式 ， 


号 光世 i -二 ot |z|1)， 了 一 |， “ 


二 是 rl, ai 人 由 于 Re 8 是 |z,1<1 中 的 调和 函数 , 既 

然 在 0 之 |z,| 二 1 中 有 Re > 有 ,一 1， 故 必 有 
i 

Re > = <1. 9 


现在 给 出 是 UV" 上 蔡 形 鼎 射 的 条 件 . 
» TF+ 


定理 2.5.6 设 f;U" 一 0C" 是 星 形 映 身 ,着 么 : 定 存 在 呈 撩 王 . 
使 得 sz) 一 户 fz)8tz)， 这 里 了 和 二 部 写成 列 风 最， 二 之 ， 设 广 
"一 CC" 是 全 纯 映射 ， 太 《0 二 J， 于 得 个 20L" 广 (zx) 非 守 如 
果 存 诬 gEP, 使 得 fx) 一 产 (z} gtz), 着 么 是 [了 上 的 星 形 脆 
射 ， 

证 定理 的 前 半 部 分 容易 证 明 . 按照 盔 形 上 映射 的 定 儿 ,J 是 双 
全 纯 的 ， 如 果 命 

Flzy 1) = Cf), tE[N, 1., 

球 么 由 命题 2. 4.7，Fiz;t) 玫 f(z}， 耐 入 
Bm Ei .0 fs 0 


+ 7 


站 
一 《1-- 
lim - (1 (ze) = 站》 
-ot + 


于 是 从 引 理 2. 53.4 凶 得 了 z) 一 产 (z)gtz)， 其 中 EP. 

珊 在 证 明定 理 的 后 举 部 分 .我 们 首席 证 明 ， 姑 果 沪 在 于 
(0<r 委 刘 中 双全 纯 ， 那 么 firU™y 蚌 旺 束 域 固守 zxE AY*， 记 
全 一 Fr 则 了 (和 有 具 要 证 好 对 任意 和 TO、 1411. 
(1 一 上 FE 有 .因为 人 有 是 开 集 ,斯 详 存 条 冲 人 人 耻 得 扫 -2 
< 时 ，(1 一 DGz) 人 因为 了 了 在心 * 中 双全 纯 ， 定 文 

FE DD nn. 
或 者 fgez30)) 二 (f(a), BN gst0) zx, Fo A) 
9892)， 让 上 上 式 两 端 对 t+ 求 导数 ， 六 下 i 二 Ct 得 ; 


DY BRE) RGD) 
人 ! de, » Tt 

De) MD) gz) - ， 

一 
oa , 基 


i ” 可， ， 一 _ 
写成 向 工 形 式 ， 户 (z)SEEOD -一 Fc), 内 为 (2) 非 异 ， 地 让 
A ? 2 -= 一 全 下 


A HP in 
— a) i Ci: 1} AE F< 人 有 和 于: 


Pp (zs 1) 一 多 (2; 0) + +o) 

=z— (7 (a) Fett ott) 

=ze— (ff (x (rg (le) ot) 

一 之 一 站 (全 外 -十 人 
这 里 gEP， 我 们 证 明 有 8 (zx; zt)》 目 作 为 :的 函数 在 0<tto 中 严 
格 单调 下 降 ， 设 z= 1z,| 汪 0， 则 

Le) 1p | 
= 11—2Rel S22 +odb)] ， (5) 

故 当 一 pp<i<0 时 ， 由 引 理 2.5.5， 目 旬 Cz; 让 上 >1z1 二 上 zz 


一 外 pzi0) 站 ,了 0<5s<tct， 命 = 一 了 刚 一 上 之 zf 过 0。 记 
w= (xz; 1: 则 有 Netw D>wl = ptr; 2 ， 由 此 


得 


pee#s) | = | 
= FD)) 1 
= Flr) fw))} | 
= gwr) | > | pz;t) |, 
由 此 可 得 (zs to) 有 竺 有 z 上 过 x， 现在 取 册 之 p 二 240 一 巷 ， 命 


2 则 0<t<o 县 1 一 一 《1 一 bo 一品 - 记 《一 


yp (zs t) = 一 fz)), 则 站 < 过 rz， 由 上 面 的 讨论 
[| 
| 
= | F200) Fe)) | 
= | Fp FD <r. 
这 说 明 (1 一 p)flz) ED. 继续 这 个 做 法 , 便 可 证 明 对 任意 0<<f 志 1， 
(1 一 站 FFCz)ED， 故 吕 是 星 形 域 ， 


现在 证 明了 在 U" 上 是 单 叶 的 , 因 面 双全 纯 . 因为 了 .0) 非 民 ， 
"Ff 


£ 二 


故 存在 cz>0, 了 在 pL" 中 是 单 叶 的 . 现在 证 明了 在 po0" 上 也 是 单 
叶 的 , 如 果 存 在 ,ww,z 关 w; 上 z 上 所 w= 二 pp, 使 得 fz) 二 了 (tw)， 
定义 
pF tz 1) =f Nf), 
9 west) = Fw)). 
由 引 理 2. 5.5 和 《5)， 可 有 取 充分 小 ， 使 得 gp (zx; 12) (ws 说 
Em, Hy; 1) A Cw 的 但 
Fis) lt f(z) 
= (1—t) wpe), 
这 就 和 上 了 在 pL”" 上 单 叶 相 节 盾 . 
现在 再 证 明 ， 如 果 ff 在 pL" 上 是 单 叶 的 , 那么 存在 >0， 使 
得 在 (p 十 e) U" 上 是 单 叶 的 ， 为 此 ， 我们 设法 构 佬 连续 的 非 负 
诡 数 LU" XU* 一 R， 使 得 站 (z，m) 二 0 的 充分 必要 条 件 是 xz 关 
zw, 且 f(z) 二 f(rw)， 进 而 证 明 y 在 p UXpU" 上 到 正 值 , 因而 存 
在 e>0,， 使 得 多 在 (p 十 a) U"X Cp 十 e) tm 上 取 正 值 ， 所 以 当 =， 
weE Cote)y U", zw fz) 关 f rw)， 即 f 在 (pb 十 se} U" 上 上 是 
单 叶 的 ， 为 了 构造 这 样 的 多， 征 尽 
网 有 CEL Tt Te ) 


有 Te 1 
srs oe) CHT 
全 [过 人》 =dettan), 
命 
pe) = [Gesmw) + Do | fC) — fw) 1. 


如 果 z,，wEtm", zz 关 tw 但 f(z) 二 fwwo) ,那么 Gtz,w) 的 于 个 列 阿 

量 线 性 相关 ， 因而 GG (zw) 一 0， 所 以 (zz; w) = 二 0, 反之 ; 如 

果 风 zy) 一 0; 刚 澡 f(z)= 二 了 Cw), 而 Bz,2) = |G(z,2z)|= 

jdet 产 (z)| 汪 0， 所 以 必 有 z 关 w， 现 因 f 在 pU" 上 单 时 ， 所 以 
* Fn 


在 pL"XpU" 上 到 正和 值 . 0 

2.5.2 甸 园 柱 上 的 号 映射 

现在 给 出 了 是 LU 上山 映射 的 条 件 ， 

定理 2.5.7 设 f LU" 一 C" 是 全 纯 上 映射， 了 (0) 一 0 广 (x) 对 
每 个 xE Ur 非 奇 异 , 则 了 是 U* 上 上 的 丁 肌 射 的 充 要 条 件 是 , 存在 单 
位 圆 盘 秆 的 凸 映射 加 《ij<1，…，nm) 和 非 奇 异 方 阵 全， 使 得 

fs) = (pr) RT, 6) 

证 条件 的 充分 性 是 明显 的 , 现 证 必要 性 . 设 了 是 Z" 上 的 员 
映射 ， 那 么 了 上 在世 上 是 双全 纯 的 ， 如 果 记 了 LL™》 = 吕 ， 那 么 中 
是 C" 中 的 欧 氏 出 域 ， 他 

A 2) = (ge) 0 二 1 ,ns 

则 A 是 UU" 的 自 同 构 ,Ao (xz) 一 z， 对 于 任意 <zEU"*， 显 然 
FAAZDDEDN FCA (2))) EN, 出 忆 的 歌 氏 是 性 有 


BA) + f(A,2))) EN. 
车 记 
下 《si 一- 
则 由 命题 2. 4. 7 ， 


zt < f(z),0RIER1. 
记 9( 站 二 (A(z)) 把 9 在 :一 0 处 展开 得 ， 


{fA lz)) 十 FA))), 


了 (Ce = Fr) gq OE 十 59"(0)e 十 of) 
FOAL = fz) — gC0N + ToD) + of)， 
因而 


Re;0) — F(zst) = f(z) 一 二 {f(A (2)) + fCA_,(2))) 


= {Cf (2) fA C2))) 


- HD 


十 Cgz) — FA ,C2)))) 
一 一 0) 十 of?), 


所 

m Fizy0) 到 Firsty 
a i 

如 洒 记 及 (2z) 一 一 二 (0) ,通过 直接 计算 得 


h(z) = (> 3 A Aezs 十 > Ea, 


2 | 让， dr 
写成 分 量 的 形式 : 
2h,(z) = > ail E < 区 = 


由 引 理 2. 5.4 ,存在 gEP, 使 得 

hlz) = f(z)pg (2). (8) 
显然 , g 和 参数 A 的 选取 有 关 . 现在 固定 ,1 二 有 En, 选取 A 二 
1,4, 一 0, 1 我 们 证 明 , 在 这 组 A, 的 选取 下 有 gj (z) 三 0, j 才 衣 . 
为 此 ， 选 取 zEU"， 使 得 上 z | 一 1z,| 记 0，j 关 k&， 但 z= 二 0。 对 这 
样 的 zx， 从 (7) 知 玉 ; (zx) = 二 0, 7 二 1, 环 ，n. 但 从 hiz)= f(z)g (2) 
可 得 


一 一 二 grc0). 


< 
+2 2 2 2 PE | 


det. ifz) 


Bi 一 (PE 一 1 


这 里 (JPA(z) 一 detP(z)， 


二 1 
J,(z) = 
afa(2) .aflz2) 


下 


Cx) ， 
一 一 0, 故 由 引 理 2. 5.5 得 giftz) 王 0 二 上 


因而 g 人 z) 一 0， 当然 一 


于 是 从 58) 得 
* dl， 


(z) 人 (Cz) 


9 
hz2) = SLED re) 十 十 ce (2) gu(z) = gilz), 
7 = 1 ,An, 
比较 (7) 得 
of, af(z) 2 
2 十 De = A 《 训 》 和 
1 二 了 和 nl] 二 下 二 天， , (9) 


这 里 由 (2z) 二 2g1(2)EP. 
再 固定 1 并 选取 44 二 1,41 二 6, 4 一 0,m 过 ,1， 从 (7) 得 


2A,{2) = Te 十 入 十 名 9 4 zf 十 Wz, 
施 
十 282 六 (C10) 
把 (C9) 代入 (10) 得 
3 a a 
2h, (2) 一 十 二 Er 十 ETT Ee 
于 是 在 这 组 参数 下 ,相应 的 g 为 
| ! 到, 
gA(z)=— 覃 本 中 台 证 昨 虽 本 于 
“ (f(z) 
| Wa 
1 " 中 ， 
到 
ay， .2 。 a 
安庆 大， 
—__l 1 ,0s 
(jf) (ze)| 2 
,3s ,af 
el EF ee, 


"82+ 


fi fy a 对 


A EA Re EF 时 由 中 天 训 ， 
ee 
十 可 要 时 下 加 站 时 渍 要 本 是 市 昌 十 Ee 之/ 市 中 中 曲 昌 昌 帮 本 相 
os. fe. 9 ,0f, 
BR de, del Kid de 
| 


当 j 了 时， 第 一 个 行列 式 为 0; 当 j 了 7 时, 第 二 个 行列 式 也 为 0， 
当 j= 时， 第 二 个 行列 式 为 (J) (z)， 所 以 有 


Te 


这 里 G; 表示 第 三 个 行列 式 . 由 引 理 2.5.5;, 当 上 zx 二 |z,| 半 0 时 ， 


Th, ， 
Re | 和 5] > 0 但 当 =sx 一 0 时 ,上 式 却 等 于 0， 所 以 只 能 有 
Gj 三 0 j=l, “nn, 因而 向量 | 写 郑 - a + 坟 人 | 可 以 写成 风量 


呈 


(如 . | 


ai 
de * 2 " | 


ene 好 


地方 下 af . 
-i 一 Ea 二 +， 一 硬 而 四 
一 十 十 en 3 1， 


由 此 得 


ci 一 


G, = f EF 
OA Qf = ly, 
因而 站 从 = 0 一 1， "+ 由 此 便 得 


Tt2) 一 Da pe) si = 1 C11) 
这 里 多 是 单位 圆 盘 上 的 全 纯 函 数 . 把 方 的 这 个 表达 式 代 和 人 (9) 得 
1 + (12) 


这 说 明 每 个 都 是 单位 图 盘 U 上 的 凸 映射 . 因为 上 式 右 端 和 ;元 
关 ， 因 而 
84. 


Ce, a 
-= 十 - 
gs) LT tc) 


出 此 全 得 二 eB， 轩 遇 可 在 (11} 中 适当 选取 常数 a. 使 得 ps 


的 二 十 注 


天 上 


大 (s = Da en) yj = ln. 轩 


说 个 定理 有 很 多 有 趣 的 应 用 、 定 埋 2. 5.15 便 是 其 中 之 一 ， 

2. 5.3 球 上 的 星 形 映射 

焉 在 讨论 球 上 的 星 形 映 射 和 凸 上 映射 . 为 了 给 出 了 是 吾 上 的 星 
形 映射 或 凸 瑞 射 的 条 件 ， 我 们 需要 下 面 这 些 引 理 . 

引 理 2.5.8 设 上 是 如 上 的 双全 纯 上 映射 ，70) 一 0. 了 (B,) 是 
旦 形 域 或 欧 氏 凸 域 的 充分 必要 条 件 是 , 对 任意 的 0<<r<i， (CrB.) 
是 星 形 域 或 欧 氏 凸 域 

证 条 性 的 充分 性 是 显然 的 . 现 证 必要 性 . 先 设 f(B,) 蚌 星 形 
的 ,要 证 对 每 个 rE (011) ,f(rB.) 也 是 星 形 的 . 为 此 到 a €r8B,, 则 
ar EFCB). 由 于 对 任意 2€ Bf(z)E€ 了 (B,), 因 为 
fCB,) 是 星 形 的 ,所 以 对 任意 1E (0,1) ,tf(z)YE 了 (B,), 定义 

ulzt) = FI (EY), 

te, EB,, 0) =0. 故 由 Schwarz 引 理 ,|a(z,2) | 所 |z|. 
特别 命 z==a, 即 得 |autay?) | 所 1a|<z, 由 此 即 得 1 (a}€ 了 (7B,). 
战 frB,) 是 星 形 的 . 

现在 设 /8 是 欧 氏 四 的 ,要 证 对 任意 ~E (0,1) ,Fr ) 是 欧 
氏 四 的 . 为 此 取 a,5ErB: 设 六 | 所 [a | 过 r ,要 证 对 1E[0,1]， 

tfta} + (OF EE frB,). 
对 于 xEB.， 容 易 知 道 
ee sl < Esl < sl < 

即 他 ?名 5E 及 ,由 于 7(B,) 是 欧 氏 西 的 ,所 以 


+ 


全 如 


ft Of ole 7 
1 | 1 


vrst) = ‘| af C2) 十 (1 一 fi 守 守 5| 1， 
ts) EB,, Hui) =0. 由 Schwarz d| 理 {vy i:|. 人 前 
二 a 得 jvta,t)| 所 ia 过 7, 好 
tefla) t+ (DFE) EE furB,). 1 
引 理 2.5.9 设 避 是 C' 中 包含 原点 的 城 , g :如一 R 是 征文 在 
如 上 的 实 酒 数 . 如 果 g 有 二 阶 连 续 偏 导数 , 则 有 下 列 Taylor 展开 : 


gtz)—g(0)+2Re 二 归 E02, = 


= dz 


+Re | > 仇人 odlsly 3) 


证 号 -45 把。 看 成 下 的 Q 上 的 函数 , 则 有 下 
下 Taylor 展开 式 ; 


ET Ys np #0 | M0 +) ,| 
1 Vi/9g(0), ,8(0),, ,Fg(0) 
+ ! Tt roy Diy a dy ,dr, Yi 
2 
3 yy 十 of 上 -yt ， 14) 
利用 记号 
二 9 
J Eo fj 


可 
把 玉 雹 到 元 等 都 化 成 六, 写 元 二 -等 ,并 利用 | 交 
系 ,从 (14) 即 得 (13)， 品 

引进 记号 


Mle 
| 
中信 
指 
洒 


过 = | 过 .,. 于 | 如 ] 一 (总 … 
Ei .| 去 | 和 


9 aa 
庆 , 下 ”下 
引 理 2.5.10 设 间 是 CC 中 的 域 ，p: 人 >R 有 二 阶 连续 偏 导 
数 ，f， -=C" 是 双全 纯 映 射 。 定义 
Bw) = FF) ,rw E FON). 
那么 GD 刻 (dr) 一 入 (dw)'， 


《ii dw PT 一 地 > PA 


hv ho 入 
A: 
GD dw Saw 一 dz -2 和. dz 一 划 允 ) 

Fy 

et pu ee! 
2 

dz Sf de 

证 因为 到 (2) = 人 (f(z)), f=(f,， i f,)， 所 以 


- 
好 Ei = Tr"*en 
Ade, Ee hv 光 ， 


即 


* Bis 


EF 
i 
ES |= | 让 “de, ? 
afe ar 
到 ， 让， 
PP_ Ba A 
即 训 一 知 访 ， 这 里 芳 一 忆 (z). 于 是 
op rf oP a 1 一 一 ! 
= TB dx) (drw) 
这 就 是 GY)， 为 了 证 (ii)， 注 意 
dp 一 :各 [于 | 兰 
Rk: EE od | he, 
_ af: 3 (22| 
4=1 -1 作 ， De pt, De 
由 此 可 得 矩阵 等 式 
op laf 3 外 df 
EA | Rt he dr! 
或 者 
9p df) a df 3B oo, 
dz 二 = dz| 字 | = dw SS Te 
最 后 证 明 (iii}， 因为 
->> A ay ， ay | 
Ee UR 拓 ! 让 ， wo 二 
邵 
sp jdfy a af + 思 苇 闪 ， 
R'E | dz Koro dz Nv 光 
或 者 


2 到 


各 Sr- 


3 中 1 ap " Ap af, 1 
dw sdw = dz (DE _ > 这 4 
fi 
[a A 
apP 1 P| : 
一 dz 二 7 三 人 了 : 
3 
dz Rd 
2 
dz Sf ae | 
dp 1 Wdfl 。 
= dr 性 | 委 | D 
2 
dz ds 


设 = 一 《si，，&r) 后 ， 记 = 一 上 十 1 ， 那 么 可 写 
二 一 (ET Ty ). 
它 可 以 看 成 是 R”* 中 的 点 设 男 有 w= 二 Ctwrs 和 tr) 写 tw 二 ww 
十 zj 则 刀 二 Ga gi vn) 也 可 看 成 Re 中 的 点 ,更 把 >， 
w 都 看 成 Rz 中 的 向 量 ， 它 们 的 内 积 是 


a Tp 
作为 C" 中 的 向 量 ， 它 们 的 内 积 为 

{zx ,wy 一 py 
容易 看 出 ， 这 两 个 内 积 之 间 有 关系 趟 ， 


z* 二 
作为 实 侣 量 ， 它 们 之 疝 的 夹 贡 绢 定义 为 


zz Rete ,ry 
jz |=| jz 


所 以 8 为 锐角 的 充分 必要 条 件 是 Retz，w》 了 到 正 值 ， 
讨论 多 图 柱 上 的 星 形 上 映射 时 ,映射 类 已 起 着 重要 的 作用 .对 
球 上 的 星 形 映射 ， 我们 要 引进 下 面 的 映射 类 @. 
。 89. 


COS# 一 


定义 2.5.11 包 是 满足 下 面 两 个 条 件 的 全 纯 有 映射 g: B. 一 CC" 
的 全 体 : 

(iy g(0) =0; 

(ii》 当 zzEB, 时 ，Reg (2z)z'>0. 

现在 可 以 证 机 下 面 的 

定理 2.5.12 设 f: B,C" 是 双全 纯 有 映射 f (0) 一 0， 那么 
了 是 星 形 映射 的 充分 必要 条 件 是 存在 zsEQ， 使 得 

fx) = f(z) ge), (15) 
这 里 六 ,gs 都 写成 列 向 量 的 形式 . 

证 必要 性 设 ftB,) 古 性 形 域 . 由 引 理 2. 5.8, 对 任意 +， 
0<i 之 L140B 也 是 星 形 域 , 记 (x)= 二 zz' 一 站 ; 则 1B, 二 {xzEC'，; 
C0}. 记 生 (tw) 二 GCF 1tww)), 命 
= ww) 0}, 

则 访 ==A(B0) ,所 以 如 对 任意 0<t 过 1 都 是 星 形 的 . 任 取 wE 30,， 
则 更 (so 一 0, 由 引 理 2.5.9, 对 充分 小 的 后 >0 有 


$C 十 有) = 2Re = 天 | 允 | + Dre?) 


Nu Ry 


一 DE 


8, 1? ， 
加 | 十 人 [知人 


这 说 明 当 。 充 分 小 时 ，w 十 e 强 永 远 在 0 的 外 部 , 即 缀 是 a0 在 
w 处 的 外 法 向 量 ， 由 于 对 任意 0<a<1，(1 一 tmE 冰 ,所 以 


5 
一 — 


ET 
z, 于 是 得 Re fz( 广 C20) 1tw' >0. 因 为 f 记 为 列 向 量 ; 即 w'= 
A(z) ;上 式 即 Re{zCF (Cz F(z)} 守 0. 记 
gl2) = CF (EY f(z), 
则 gE€ERQ, 且 f(z) 二 了 (zgtz). 这 就 证 明了 条 件 的 必要 性 . 
充分 性 ”如 困 (15) 成 立 , 那 么 对 于 wwE3, 存 在 #0, 当 0<<r 
«9. 


DS 


2 pm_ pp _ 


< 时 .51 一 zi 人 已 .由 此 可 以 证 明 对 于 0<r< 1 ,都 有 (1 一 
所 和 2. 因为 如 果 存 在 < 之 1 使 得 (1 一 rwE a0., 而 对 所 有 0<r<cn 
有 (1 一 zi 和 有 ,那么 记 (1 一 志和 一 rz 各 , 则 对 任意 小 的 正 数 
IT 若 写 (1 一 fr 一 一 1 一 站 刚 po 人 fi 于 是 人 一 frto 一 《] 一 r+) 
一 Tw 二 《一 Pjw 态 们 , 这 是 一 个 忒 盾 . 因而 人 2. 是 星 形 的 ,所 
以 A(B,) 是 星 形 的 . 时 

2.5. 4 球 上 的 凸 映 射 

现在 来 讨论 fF(B.) 是 欧 氏 凸 域 的 条 件 , 由 引 理 2. 5. 8, A(B.) 
是 欧 氏 凸 域 的 充分 必要 条 人 忻 是 对 任意 1€ (0,1) ,如 二 (2B.) 是 欧 
氏 西 域 . 任 取 wwE a02. 及 在 z 处 的 切 向 量 dw, 那 么 2 是 欧 氏 凸 域 
的 条 忻 是 志 十 zw 在 名 的 外 部 ; 即 和 (ww 十 dw) 守 0 对 每 个 ww 300 
点 在 多 处 的 切 向 量 ao 成 立 . 按照 引 理 2. 5. 9 把 更 (十 az)7 履 开 
得 


Drwt de =) 2Re 


ak 
TRet{dw Sa 了 x Cd) 二 dew (di 十 of [dw | ),， 
{16) 
因为 wE 9. 加.(w) 一 0 又 因为 各 :是 20; 在 w 处 的 法 向 量 ,所 以 


e dw me | =0. 把 引 理 2.5.10 的 人 G Ciiiy 代 和 人 (16) 即 得 
Br 十 dt) 一 

de aa Fr 

HR Midfl! ， Bi 

Re dz rd | : 十 de Ped 
a F 
dz Bd 

二 ot larwl?Y. 


现在 出 (Cz) 一 zz 一; ,所 以 强 一 -二 人 -0 庆生- 34, 因 而 闻名 


， 0* 


a 


欠 
一 0,37 让 一 J" 于 是 有 
de 总 ds 
Bw 十 ceoy = Res |dzl’ -| 宛 : 
df ,, 
dz Em 
totldw|’), 
因而 2 是 欧 氏 凸 的 充分 必要 条 件 为 
BF ，， 
£4 Sede 
Red 1dz|? - 引 伟 )- 有 > 0. (17) 
dx 2 fae 
为 了 把 (17) 写 得 更 简洁 些 , 我 们 引进 如 下 的 记 导 ; 设 A=(as),8B 


anB ‘* qub 
anB amB 
为 4 和 B 的 直 积 ,AxB 是 mpXng 算 阵 . 这 里 我 们 只 引进 这 个 概 
念 , 在 33.4 中 讨论 典型 域 的 核 隔 数 时 ,还 要 研究 它 的 一 些 基 本 性 
质 . 现在 定义 


如 
产 '| Xf (2) 
3 B ，，、， 
EAS 
of af ,9 9, 


直击 国 一 


dl 


3a, 9 ,9 ,9 


dt | 站 | 中 BE 


» dls 


设 ze 一 (elsen) ;定义 
= X= Cr Xa) 
一 《时 
这 里 产 (z)? 基 2X 斑 村 阵 ,o 是 1 和 疆 矩 阵 . 
在 (17) 中 命 一 [全 | , 则 “是 单位 向 量 , 而 且 满足 Re (ze ) 一 
0. 于 基 (17) 便 可 写成 较为 简洁 的 形式 : 
Rell — zf (C2) Fx) (C0)'} > 0. (C18» 
这 样 , 我 们 已 经 证 明了 
定理 2.5.13 设 了 了. 一 总 是 双全 纯 上 映射 ,了 (0) 一 0, 那 么 
六 8 是 欧 氏 凸 的 充分 必要 条 件 是 ,对 每 一 个 zEB3 及 满足 
Rekze 一 0 的 单位 向 量 a, 有 
Re{l — z(tf Ca f(r) (Ca) 2 0. 
下 面 看 一 个 例子 . 
例 2.5.14 如 果 7EC， ?< 记 ， 那么 


f(z}= Cl 二 Te "zn ) 


是 3 上 的 凸 映射 . 
解 事实 上 ， 六 (zz) 一 《sz 一 8123， Ta zn) 它 基 双全 三 
的 ， 且 70) 一 0, 容 易 算 出 


i 了 Ts 0 人 0 
0 l 0 0 
F (x)= 后 
0 0 1 
1 一 27z; 0 0 
- 1 0 0 
(CF C2)) 1 一 了 
0 中 | 1 


站 


0 0 0 0 :+ 0 0 总 
F(z)= 
0 口 站 0 0 0 
所 以 
ZF Cz I FF (zr) Co)’ 

27at 

_ 一 可 _ 0 

一 《zl — HTLR2 a , 

0 


— ne oi, 
二 而 
[zf Ca) Cr) Co) < 1 


由 定理 2. 5,13， 六 是 B, 上 的 凸 映射 . 

作为 定理 2. 5.7 和 定理 2. 5, 13 的 一 个 应 用 , 史 济 怀 [Sh 1]j 给 
出 球 和 名 圆 柱 不 全 纯 等 价 的 一 个 新 证 明 . 

定理 2.5.15 多 圆柱 U"* 和 球 B, 不 全 纯 等 价 ， 

证 ”如果 Ur" 和 B, 全 纯 等 价 ， 那么 存在 LU" 上 的 双全 纯 映射 
f， 使 得 (U") 一 B,. 由 于 Ur 是 可 递 的 , 不妨 设 ff (0) 一 0. 因 
为 B, 是 凸 的 ， 由 定理 2.5.7， 上 了 可 写 为 


flz)— {gi Cer) s+ Eta) I, 
这 里 工 是 2 阶 非 奇异 方 阵 ,g,(z 7 一 1 5) 是 单位 圆 盘 |zi|<1 
上 的 凸 鼎 射 。， 考 虑 
Pz) = Cee ,2 十 了 2 ， | 所 序 ， 


. 7*» 


由 例 2. 5. 14，g? 是 8, 上 的 凸 映射 因而 #?。f 是 U" 上 的 喇 映 
射 ， 再 用 定理 2.5.? 得 


Co ° 2) (z= Ch Ce yh (Ce) NS a 


这 里 5 中 是 阶 非 异 方 阵 , h?? (z,) 是 |z,| 达 1 上 的 同 映 射 . 由 此 
得 


Ch he Ss et) 
= 0 0 0, 


即 
Ch hI SD — Ce le) ga ea T= C0. 077), 
记 S' 一 (Cs), 了 一 Et 北 较 两 端 最 后 一 个 坐标 得 


{si hE Ce) sR Ca) {ng Ce) Tt } 
一 了 5181 《si }) 十 ™™ tBu) ] 


ii， 1 中 至 少 有 一 个 不 为 0， 不 妨 设 六 :天 0. 
虐 式 两 端 对 =: 求 导数 得 


3 Ch CY) — tag 1Ce1} 
一 27t{tt1181 Cx) 二 二 Cz) fg 1 这 1)。 


因为 左 端 是 zi 的 函数 ， 故 可 得 
上 1 一 引 一 人 二 在 一 昌 ， 


再 考 碟 a 《和 一 《=1 十 下， 证 un) 由 例 2. 5. ld， 它 是 f= 
上 的 西 映射 于 是 由 定理 2.5.7 得 


(CdD 2) he JS。 
和 上 而 一 样 散 法 ， 即 可 得 


tls= t= "O00 


ss Od" 


相继 考虑 


ra C2) Ce] “Cz Wei 


(2) (zl rea ) 
它们 都 是 B. 上 移 吃 映射、 一 香 用 定理 2. 5.7?7， 即 可 得 


t11 


所 以 


fir) 一 一 fi 1 本 9 全 让 


它 当 然 不 可 能 把 Ur 上 铅 为 B,， 丫 
这 个 定理 的 男 一 个 证 骨 见 定理 2. 3. 9， 


8$ 2.6 球 上 星 形 映射 和 屿 映射 的 
增长 定理 和 挤 兼 定理 


2. 6. 1 球 上 星 形 映射 的 增长 定理 和 掩 普 定 理 

设 卫 是 单位 贺 盘 U 上 的 单 叶 全 纯 消 数 ， 如 果 (40) 二 0， 
(0) 一 1, 则 称 是 规范 化 的 单 叶 全 纯 函 数 ， 用 5 记 全 体 规范 化 
的 单 叶 全 纯 函数 , 对 于 /ES, 热 知 有 如 下 的 增长 定理 与 了 掩盖 定 
理 ， 


| 过 | 


jz zl 
ET < 把 17 《1 


右 端 的 人 不等式 给 出 1|f(z)| 增 长 的 一 个 控制 , 称 为 增长 定理 ;从 妆 
+ i 


端的 不 等 式 容易 得 到 


ft) EIU, 


称 为 二 掩盖 定理 ， 不 等 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 为 Koebe 函数 


K(x) 一 0 二 zj: 的 一 个 适当 的 旋转 . 
如 果 了 ES 且 了 (CU》 是 凸 的 ， 则 有 比 (1) 更 好 的 不 等 式 : 


_|z| 


1 十 |z| 


le) 二 | Fezy| 云 eT zEU, (C2) 


从 左 端 不 等 式 可 得 (U) 乙 序 U, 等 号 成 立 当 且 仅 当 了 (2) 是 了 
的 一 个 适当 的 旋转 . 
另外 ， 对 于 AE S， 其 导数 也 有 一 个 估计 ， 即 所 谓 偏差 定理 : 


1— lz 二 
Fiz lf (z) 17 一 |z EN (3) 


等 号 成 立 当 上 且 仅 当 是 Koebe 函数 的 一 个 适当 的 旋转 . 

1933 年 H，Cartan [Ca 1] 和 曾 提出 把 单 叶 全 纯 冰 数 的 这 些 结 
果 推 广 到 多 复 变 数 的 双全 纯 上 映射 设 f，B, 一 C" 是 一 个 双全 纯 映 
射 ， 如果 了 (0) 二 0, 产 (0)== 了 ,就 称 六 是 规范 化 的 双全 纯 上 映射 ， 当 
时 HH，Cartan 就 指出 ， 这 种 推广 是 不成 立 的 ， 例 如 


fo=| =， ， C4) 


0 


其 中 上 是 正 整数 . 显然 , 它 是 B, 上 的 规范 北 的 双全 纯 映 射 , 它 当 
然 不 满足 (1)， 映 射 “4) 的 导数 是 


1 0 
FF! (Cz) 一 1 和 
(1 一 zt 《1 一 2 和 
* QF"* 


det PCz) = 因此 ,车 在 (3》 中 把 单 复 变数 函数 的 导数 


产 (z) 换 成 全 纯 映 射 导数 的 行列 式 ，(3) 不 成 立 . 最 近 ，Puren 和 
Rudin 在 LDRj」 中 举 出 例子 , 说 明 对 多 圆柱 上 欧 规 范 化 的 双全 纯 
映射 ，(3) 也 是 不 成 立 的 . 这 样 就 产生 一 个 问题 ， 在 双全 纯 映 射 
上 上 加 上 适当 的 限制 ， 能 否 把 这 些 结果 推广 到 多 复 变 ? 这 个 问题 直 
到 近年 来 才 取 得 了 实质 性 的 进展 . 1989 年 R. W. Barnard, C,H. 
Fitz Gerald 和 乾 界 [BFG 2] 首先 证 明了 正面 的 

定理 2. 6.1 如果.F BC" 是 规范 化 的 星 形 映射 ,那么 对 任 
意 zEB, 有 


|z| lz | 
1A) | (5) 


Ci 二 |z| ESP 


不 等 式 (5) 是 最 好 的 ， 但 使 (5) 中 等 号 成 立 的 映射 有 很 多 个 . 
稍 后 ; CThomas LThj 和 刘 太 硕 [Liu 1] 相互 独立 地 就 三 
映射 的 情形 给 出 了 相应 的 结果 . 
定理 2.6.2 如果: 8-C* 是 规范 化 的 凸 映射 ,那么 对 任意 
z 和 所 五 , 有 


EL 


不 等 式 (6) 是 最 好 的 ， 但 使 (6) 中 等 号 成 立 的 映射 有 很 客 个 . 
为 了 给 出 定理 2. 6.1 的 证 明 ， 我 们 先 证 明 
引 理 4.6.3 设 gEQ (CR 的 定义 见 定 交 2.5.11)， 那 么 
1 一 |*| 1 十 |z| 
ST < Teos0 


对 zEB. 成立， 这 里 8 是 z 各 g (z) 之 间 的 夹 角 . 
证 固定 E39B., 4 是 一 算数 , 0 过 |4| 二 1. 因为 gEQ, 所 以 


Re > ,AE,g (RK)0, 
了】 


.7 | 


即 


Re > 5 2 5 0, (7) 


+=] 


定义 P (1 二 D5 玫 2， 则 P 是 0<|4I<1 中 的 全 纯 函 数 . 出 


于 g(t0) 二 0， 如 果 定 义 P (0) =1， 那 么 己 是 单位 圆 和 中 的 全 纯 
国 数 . 由 (7?， 尸 具有 正 实 部 ， 因 而 得 


[2| 


一 | 1 IReP CW) | < 二 | 


站 


(8) 


(CAS) 


如 果 相 Re 25, 5 看 作 一 个 内 积 ， 那 么 它 等 于 |51120 守 2 


,cosg， 这 里 9 是 向 量 和 广 g (站 ) 之 间 的 夹 角 ， 若 记 x 二 容 ， 那 
么 8 就 是 z 和 gg (z) 之 间 的 夹 区 .注意 [zi 一 AI 一 141， 从 
《8) 人 恒 可 得 


这 就 是 要 证 的 不 等 式 . 口 

定理 2. 6. 1 的 证 明 设 0<r<1, 取 a, lai 一 r, 使 得 |fla)| 
取 到 |fcz) | 在 rB. 中 的 最 大 值 . 因为 fCB,) 是 星 形 的 ， 所 以 0 到 
Fa) 的 直线 段 包含 在 .FrB.) 中 . 用 zls) 记 这 直线 段 在 +rB, 中 的 
原 像 (; 是 弧 长 参数 )， 于 是 


A Ds)) F208)), 


其 中 A(zts)}>>0, 另 一 方面 ， 


aflz(s)) Nar dx, 


， dz 
ds 2 a ds (0) 


* Os" 


由 定理 2. 5. 12， 存 在 gE€@@， 使 得 六 xz 一 大 (xz)5fz). 于 是 


EEDA))f (zs))g (zs)) 


= (2s) 学， 


oz a 


因为 产 (z(s)) 可 道 ,由 土 式 即 得 一 一 一 A(z(s))g lz(ls))》. 因 汶 


de(s) | ， _ 1 < 
df (z(s)) ] 
a = jr 2s)). (9 


合 qs) 二 |7{lzls))1:, 由 (9) 得 


dp 31 < 
es j=1 Bes ds 


af dz 
=2Re | S700 | 


2Rel Pry La 


tg 
二 一 (5) ' (10) 
| 二 (fs | " 
用 引 理 2.6. 3 的 右 端 的 不 等 式 ， 得 

| 2(1 十 |z{s)|) 
A TE TD (ll) 
这 里 0s) 是 zs) 和 g(z(s)) 之 间 的 夹 角 , 但 g(z(s)) 和 衬 避 之 间 
dz{s) 和 | 


差 正 数 倍 , 所 以 Ki 也 是 z(s) 和 一 -一 人 之 间 的 夹 前 ,因而 一 天 一 


二 cos8ts). 对 (11) 的 两 端 从 so 到 5 积分 得 ， 
二 只 仙 曙 


loggs) 一 loggCso)s<2| ed eos0 ds 


一 1+ izts) | 
2|， ,zs (1 feo ede)| 


[sts 
加 1 十 |z| 
= 了， |zi Ci— A 


~—2log|zts.)| ~—4log(tl— |x(s.) |} 
— {2log {zt{s0) |— 4log(]— |z(s0) |}}. 
(12) 
国 为 了 是 规范 化 的 ， 在 =0 附近 有 展开 式 
站 (zz) 一 和 十 of | )》， 
所 以 当 = 一 时， 和 rz) 很 接近 ;: 它 又 是 星 形 的 , 六 =) 一 
Lz)gtz) 但 关 (0) 一 志 : 所 以 当 z>0 时 ,Fz) 和 8(z) 志 很 接近 ， 
因而 = 和 gtz) 很 接近 ， 所 以 它们 的 夹 角 8 当 z->0 时 也 超 于 0 因 
而 < 1 现 设 m=e 是 一 个 小 的 正 数 ,那么 
1z(soy | 一 e 十 ofe)，| rz(so))| 一 se 十 oft) :从 而 BCso = 二 ote ), 
于 是 从 512) 可 得 


EA 1— |zts0o) | )* 
< ~” -~ vv 
ASL 一 > TCD) 


[zts)l: et+o(e:) 
(一 [zs es tote?)’ 


让 s 一 站 得 


|z(s1) | 
Ps) (一 [zs 


取 si ， 使 得 (si) a , 出 把 a 记 成 x， 就 得 


EE | 
Sry 
。f00 。 


不 等 式 的 另外 一 半 容 易 证 明 ， 只 要 在 不 等 式 (10) 中 对 Treat 
用 引 理 2. 6. 3 的 左 端 的 不 等 式 ， 其 余 的 证 明 是 一 样 的 

为 了 说 明 不 等 式 〈5》 是 最 好 的 ， 先 证 明 下 面 的 

命题 2. 6. 4 ”如果 (1 (二 4,，…,n) 都 是 单位 贺 盘 14| 二 1 


上 的 规范 化 的 星 形 映射 ， 那 么 
fie)—= tle) 2 B, 


是 B, 上 的 星 形 映射 
证 记 gz) 二 (Ff' (2)) 1F(z), 则 
(PR' 210) 7! oz) 
Bt) Oo : 

Co CE) {2,) 

a 

a 1 C21) 

各 Cn) 

他 xs) 


于 是 


一 _ ~ Sr Pz,) 一 5 | 分 (7 
《5(z)yE》 2 Sa 六 2 1 Zp Ei) 


pp (ej) 和 | Pe)) 
国 为 Re| = Pt) 之 0， 所 以 Re zp Cz,) 


因而 Retg(z),z) 之 0, 即 g€EQ. 由 定理 2.5.12, 了 是 吾 上 的 星 
形 映 射 . 0 
再 回 到 定理 2. 6.1， 命 


|>%， 了 了 一] 好， 


i 
f(z)= (1 一 2 (1—z,)). 


了 人 了 


由 命题 2.6.4， 它 是 8B, 上 的 规范 化 的 星 形 映射 ， 当 x=re; 时 ， 


(5) 的 等 号 成 立 . 这 里 z, 是 第 了 个 坐标 为 1, 其 它 坐 标 为 0 的 单位 
回 量 . 从 这 个 例子 可 以 看 出 ， 实 际 上 满足 命题 2. 6. 4 茶 件 的 每 一 
个 映射 都 可 以 作为 我 们 的 例子 ， 

大 定理 2, 6. 1 容易 得 到 Koebe 的 二 掩盖 定理 ， 

定理 2.6.5 如 果 了 疡 一 CC 是 一 个 星 形 上 映射 ， 那 么 必 有 
AUB.) 忆 革 有 ,常数 寺 是 最 好 的 ， 

从 定理 2. 6.1 的 左 端的 不 等 式 即 得 定理 2. 6. 5， 

2.6.2 球 上 凸 映射 的 增长 定理 和 掩 冀 定理 

定理 2. 6. 2 的 证 明 先 证 〈6) 的 右 端 的 不 等 式 . 

因为 了 是 8, 上 的 规范 化 的 全 纯 上 映射 ， 它 在 B, 上 有 展开 式 


f(s) z+ Dh), zE€ BB,, 
这 里 每 个 有 (zx》 都 是 # 维 向 量 , 它 的 每 一 个 分 量 都 是 z 的 站 次 齐 
次 多 项 式 ， 命 
giCz) = fez). 


因为 是 西 映射 所 以 名 < FF 于 是 存在 全 纯 上 映射 内 :5 一 已 ， 
败 人 0) 一 9 使 得 

git)= ED), szEB,, k=l,2,": 013) 
因为 及 的 每 个 分 量 都 是 上 次 齐 次 多 项 式 , 所 以 i 


] 芯 ln 
Bi(Z) 之 {e 站 = 十 2 "f(z)) 
一 六 kz) 十 Fi 十- 


Fh tz =p 2 fz)), 
t=2 


* TD2 


从 (13) 可 得 
所 (ze 十 Pi) 十 … 一 由 (2 十 人 户 ( 办 (<)). 
{=2 


如 果 把 加 也 在 原点 处 展开 , 比较 上 式 两 端的 最 低 次 项 , 便 知 内 的 
最 低 次 项 就 是 及 ， 于 是 


1 z 开 ， 加 1 2 ， 一 i 
MAC LAC 


pe _ 
加 去 | flerz) file se) dO + pF | f(r) (p20), 


因为 内 是 把 B, 映 入 B, 的 映射 ， 上 式 左 端 不 超过 1, 又 因为 乒 的 
每 个 分 量 都 是 和 多项式， 所 以 
[fra) ll k=2, 3, ", EB,. 


于 是 
If z | 琴 || [<al', k=2, 3, 1, zEB. 
由 此 使 得 
flee Dslt tel 
-7 (14) 
这 就 证 明了 (C6) 的 右 端的 不 等 式 . 


因为 六 B,) 是 西 的 ,原点 到 f(x) 的 直线 段 完全 薄 在 f(B,) 中 ， 
记 zf 二 六 让 (zD) ,0 所 [1 所 1; 则 f(z))==tf(zx), 于 是 


他 
SD p02) = (ad)), 另 一 方面 ， 
AO -Pp 0) 
所 上访 1 f(z0))= =f' (0 (15) 


设 吕 EAutB,; 则 Fig(z)) 仍 然 是 西 上 映射 ， 它 的 展开 式 为 
pez) = Ff ROH F Ca gg, Ot. 
。 了 TD3 。 


这 里 /7，z 都 写成 列 向 量 ， 命 

hz)= {gp ONCF Ca Ff gz) 一 ra， (6) 
则 tz) 二 z 十 …, 即 (xz) 是 由 了 (z)) 经 过 规范 化 后 所 得 的 凸 
映射 .由 (6) 的 右 端的 不 等 式 ， 即 得 


|z | 


Ih, (2) | 一 Ts C17) 


把 (16) 中 的 = 和 = 都 用 =(z) 代替 ， 可 得 
hon ef) 一 (和 oO ODTIF C22)) fz)), (18) 
注意 到 


i 
— |z(r)|:" 


其 中 4=sf 填 守 oy)’ ,s? 二 1 一 |ztz)|:， 并 利用 (15)， 则 
(18) 可 写 为 


CR OY) (= Re 《人 et 一: 一 


dz(t) 
= [有 dt ! 


: _ z(t) 怠 dz tt) 
ztt) A 成 


2 (tt 二) 
1 |zQ)l: dr ? 


hey Ce Cr) 了 一 


因而 
ee he TT 
ss 


| 


一 这 | 人) | 一 一 一 
利用 (17) 便 可 得 


] 1 qd ztr) | 


I 
tT de (19) 


因为 
dlf zt) a|f (ztt)) | 


太一 方面 
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pe 1 
df (et0)) _ Re Ce A SE) 


= |f (z (9 12 
综合 这 两 等 式 ， 并 利用 (19) 得 


1 dety yl 
[Fett)) | dt 


~ 1 地 | 二 他) | 
< lsfi| (fi 十 zt dr 


上 式 两 端 对 上 在 人，1) 中 积分 ， 并 注意 到 zx(1) 一 =， 得 
iog | Fie) | —loglf (zte)) log og [< Ce) 1 


十 |z ey) | 
注意 到 lim (1, 即 得 log | f(z) | 之 log -2| 


1 十 js 上 
这 就 是 〈6) 的 左 端 的 不 等 式 . 0 


$ 2.7 球 上 凸 映射 的 偏差 定理 


2.7. 1 双全 纯 映 射 导数 行列 式 的 一 个 表达 式 
在 上 节 中 我 们 曾经 提 到 ,如果 了 是 单位 男 盘 上 的 规范 化 的 音 
叶 全 纯 映射 ， 疡 有 如 下 的 估计 ， 
llz| ip 十 lz| 
dT TA =e7 1) 
如 果 对 了 加 上 凸 的 限制 ， 则 有 更 好 的 估计 ， 
1 j 1 
CTS “Sip 人 


前 面 我 们 已 经 举例 说 明 ，(1) 不 能 推广 到 高 维 . 那么 〈2) 能 不 能 
推广 ? 首先 对 这 个 问题 给 出 肯定 回答 的 是 Barnard、FitzGerald 和 
丈 异 [BFG1]， 他们 于 1990 年 证 明了 下 面 的 结果 ， 

如 果 BC? 是 止 英 射 ， 下 det 六 (0) =1， 那么 存在 常数 
Cre 使 得 对 任意 之 全 B; 有 


- On» 


.3 ，_ 县 
《1 十 |z|327 2 


C1— |z) yt 
其 中 三 ;cl 761. 


接着 划 太 邓 LLiu2] 把 这 结果 推广 到 B,， 得 到 


定理 2.7.1 设 BC" 是 古 鼎 射 , 量 det 产 (0) 一 41， 那么 
存在 常数 c.， 使 得 对 任意 zE B, 有 


~ ll |detf' ED 
(1 十 |zlc* 技 (1 [2|)"+3 
， tl lt 2 Cn—1). 


下 面 我 们 将 给 出 这 个 定理 的 证 明 .， 为 此 ， 先 证 明 


引 理 2.7.2 设 p(z) 一 42 ,其 中 axE BA=sT+ 人 各 


Et 
二] 一 la， 如 果 记 gg= (9 号， 名 )， 那 么 
G) (0)= | 生 一 及 ， 
..、 FA(0 _ | 
CI) 和 0 0 ro, esa ， 由 二 1， sn 


证 因为 8g 是 BB 中 的 全 纯 映 射 ， 把 它 的 每 个 分 量 在 2 一 0 处 
展开 成 Taylor 级 数 ， 然后 再 写成 向 量 形式 ， 得 
Fp 2) =ate tp (0 
11 FRC0) ， Fp (0) ， 
二 [> 本 生生 二 和 二 (3) 
这 里 4p ' (0))'， 记 方 阵 p' (0) 的 转 置 。 另 一 方面 ,注意 到 24 一 


a， 可 以 写 戌 9 (zx) = A, 把 -一 -7 展开 成 短 级 数 得 


pe)— (a—z) aD (za )! 


= 【2 一 才 】 


之 如 
一 | 4 一 $s 这 一 


ls 


1 【1 十 za 二 (za' 2 十 


(二 za 二 (za' 十) 


* IOF* 


和 二 Aa’ Ge 
一 由 一 经 一 Azd' — SCE — 
+ 


1++s 
ae” za “十 和 
=a+sz| EF ] 于; 一 十 入 
式 中 关于 x 的 二 次 项 是 
一 -3 人 一 和 CR 十 gg za! 


— stag 十 了 证 要 一 一 QICa5 
其 中 第 二 项 可 以 写成 
Ts 一 一 《ad ad' dad) 2'. 


由 于 zta'e 十 ea)z 二 2zraz' ， 所 以 
eas’ = (atte dr **, qe te rd) e'. 


于 是 sz 的 二 澳 项 为 


二 | 2saia'a 一， er 
2 Ti seesealz, ， 
=| de — se! Ed 
1 十 < " ” “ 
因而 得 
a' 让 
PF (zx) =atse 全 一 
“1 2saa a 一 a 1 
+ 去 全 I SA Ese alz ， + 
2saa 4 1 
| ] rs $0 e, se = j+ | 


把 它 各 〈3)》 这 较 ， 即 得 所 要 证 的 等 式 . 
实际 上 , 引 理 2.7.2 的 第 一 个 等 式 已 在 定理 2. 3. 9 中 证 明 过 . 
设 六 吾 -C" 是 双全 纯 映 射 ，Pp 如 引 理 2- 7. 2 所 述 ， 它 是 五 
的 一 个 全 纯 自 同 构 ， 记 GCGw)= f(glrw))， 则 由 命题 2, 1.3 得 
GO) 二 产 Cagp (C0)， 所 惧 避 在 ww 二 0 处 的 Taylor 展开 为 
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Gn)=f a) Fw ty C0) (fF' Ca) + 
把 避 规 范 化 以 后 所 得 的 映射 记 为 ， 则 


下 (TD 一 (CGI 一 FDC (a CC C0 ) 7. 


下 面 给 出 的 det 产 Lox) 的 表达 式 古 证 明定 理 2.7.1 的 关键 . 
引 理 2.7.3 设 f; B. 一 C0" 是 双全 纯 上 映射 , 2 如 引 理 2.7. 2 所 
述 ， 记 Cr 一 Pro 规范 化 后 打 得 的 罗 射 记 为 下 . 设 玉 的 


展开 式 为 
F (Cw) wt waA ee es tA) 
]C A = {a ) ser? ti(—l, "ns 那么 
4 _ (+plzl’ 
AploBdetf’ (px) = ea 


2|z| 2 
一 产 ep jz[’ 
其 中 0 安生 1，z 扎 瑟 . 
证 如 在 w= 二 0 处 的 展开 式 为 


Glrw)= fla trwty (CON OF Lad)y 


因 面 


Flw)=(tGtw}— Fa Ca Yt C0 1 
= 二 二 | FG10) ， FG.C0) | 
2 Ed 和 9 Ed 
COCPF DY OP OF YT 
把 它 和 (4) 比较 得 
| 0 f 五 自古 F GO) f 
Ado Aw dw | 


= (wedAVw i waA ew Cd OO CF Ca))', 


由 引 理 2.7. 2, C9 C0))' 的 第 了 行 、 第 上 列 元 素 为 


和 Bo wj 上 


re 


‘4d) 


(5) 


(6) 


《了 》 


— so ” 


CF (a))' 的 第 ! 行 .第 列 元 素 为 2 ,所 以 CY (0)》 (Pay) 的 


» ORB* 


第 j 行 、 


从 57) 得 


现在 导出 


数 ， 


因为 


于 是 


第 点 列 元 素 为 
. A 3 一 19 fiCa) 
2 1] 二 se 5 ge, g 


a0 25 in 3a) 
Fw dw IT A Co dz 


二 9 fay 
_ YI) 
2 >A Ag 


-一 1 


9 Xr C0) 


Fa 的 男 一 表达 式 . 把 在 z= 二 a 处 展开 成 Taylor 级 


Tlz) 一 Fa + tra) {ff' tay) 
, . 
十 却 (z—a) 2 《二 一 在 》 , ", 


器 2 六 Ka) 
中 本 


(z 一 GD) | 十 


【一 去 )》 


Fw) 一 e 十 ww 人 9 0)) 十 去 | 
于 CO | 
dw dw J+ 

Gr = FP = Fa) ierw) a CF Ca)y 
1 | a f(a) 1 

十 可 《PT —a) (PRT) es 


92' dz 
(pr) — tS gw a) | + 
=f(a)+wtp COON CF (ad) 

-2 


wi | cr ce) 


* TD"* 


9 2f .Ca) 
部 定 日 并 

wt OY ?229 ， CO 1 十。 
与 (86) 比较 ， 即 得 


2 Gel0) (gy Co ie) 
Te ot 


+iiwy' Co 


7 gO sr, 


9 (0) 


司 下 是 (9) 
上 表 比 较 (8) 与 (9) 得 
， 2) > te? 
(Pp ' (0)) 5 Oi A 2 
_ A 
2s 314 EF 
90 9 f(a) 
1 0 T dT 昌之 ' 
如 果 记 
B= Ea Pay’ C0) AP 0) 
r=1 
一 286(P COD -14Cp C0)! 
(C90 ) 1a (p60))7, (10) 
那 必 
aifi(a) - 9 fla) 
Fro ooB dz . 
记 BB 人 的 第 ;7 行 、 第 上 剂 元 素 为 Bw ， 从 上 式 可 得 
SS -- > ee. (11) 
因为 
， 加 1 adetf' (a} 
Flogdetf (a) = er ta) a) a 12) 


* Ji" 


a fi ta) AC) , 日 六 Ka) 
守之] 之 O To 二 空 。 
9sfla)y 9fla) oo afla)| 
9 T1992 DF 之 , 
六 al | 297(a) 
BE 避 T 科 8 
十 


a fa) , F(a) 


可 六 | 2, 


= 可 ta) 2 f(a) 
加 一 Fw) 日 ft 2 De dm 
3223f .ta) 
-了 Fe ge 
2 


这 里 天 是 疡 (e) 中 一 一 的 代数 余子 式 ， 固 定 z€ 8,, 让 ppE 
ogder/ " (pz) - alogdetF (po), pz) 


上 一 1 9 a 
E ™ 02 (pz) 
detf! (nx) 


1 DC) Be 
detf" Coz) > Bh gr 2 


1 了 + 是 一 1 


这 里 我 们 已 经 利用 了 等 式 (11) 和 (12). 注意 到 
9 f(pz) 
2 0 | 


=~.detf' (pz), 
上 式 可 写 或 


过 时 
ZIogdet 广 (pz) 一 站 


J 


* 了。 


时 
一 2 bie, 


上 二 1 


容易 看 出 Dots 是 列 向 量 Bz! 的 第 7 个 元 素 ， 所 以 


flogdetf’ (or) = > CB ),. (13) 


现在 问题 归结 为 计算 《Bz'),, 把 如 2 的 表达 式 (10) 写 为 
加 所 一 里 由 十 闻 介 寺 有 人 ， 
其 中 


下 一 


Sa Yay "Oy! yA (gp! (0) -1, 
i=] 


Y=—2((9" (0))' yy iA ' (C0), 
0) 


0 一 一 (人 (好 0)7 )7! Fo (07)™', 
这 里 4 二 pz,s? i 
1， -11 a'a _ Re 
(Pp 《07) 5 ;+ = + 中 ， 
所 以 
f 一 : :rimelze' 1 
(PC0))-izf 一 | 全 人 辣 十 * 
lI(l—s)z' 四 
8 stst1) tx’ j= so 
a 0) ， 宅 _ 
Fe Fi dep (0)) 'z' 一 -sl i —pe ‘zpz 0) 
1 _ 
= 一 过 | 2 —pe'ilzl*—pz' aa ， 
于 是 


?1 st1ls) 


2pizz' |z|? ， 一 


一 上 
Zeozy 一 一 去 | Pz 二 了 


* ll2+* 


(2 POIIT' |z|? 
ss 二) 十 3 


_ 20 zl 9 | 
s(1++s) perlz| 一 pz zj 


由 于 
2p° |z |):zi2' _ 27° |z| C1— ss) 
SCK1 二 52 | SCT1 二 33 
_ 27 EAHG Ee 
s{1s» “ 


所 以 ZOz' 一 三 《pai|z 上 :十 pz' zr) ,因而 
(ZHz')—f (zl+ le (14) 
因为 A™= ( a )} 1 所 以 
A® (gp' (0) -lz 一 一 去 40z 
一 一 去 egz， 0 Sagzj ， 
本 


tyr 一 号 pa! 守 | 
Y 一 ss 


型 
ety ' 
| Dyan, "ny 2 + 


了 zo Ae Da wet Pape 小 


jml 


1 Dy [| 
= Say Er P= 3 1 ji 


7 一 | 


那么 


Ce = 一 | Oz 上 ff 
《YY x 本 IT 二 麻生 十 王 生 |。 (15) 


由 于 
CF OI AD CF C0 2 
- 113. 


2 ， < 
-十 { 纪 全 二 | Ae "= Dalpzs} |， 


所 雇 


27 |z | = 一 2 

站 1 oN i 

(人 2 十 CD Diary, (16) 
综合 (14)}，(15) 和 (136) 可 得 


DY (Bow )， 一 >， (HD! ), 十 >， (Ye! )+ > 【Zr 了， 
i=1 - +m1 


1 二 1 


2 | ? 二 20° ~ J 
-= "tae 


2 Somz—2 机 Spp 


5 《1 十 s) 1=1 
el C17) 
注意 到 
2p|1z 2P (17s) 20 2p 
{] 十 3)2s3 《1 十 5)253 53(1 十 9)》 52(1 十 3] 
‘PPP Slafhz zj 
#1 
C17) 可 写成 
中 1 (#2 十 1) plzl 2 Yi 
2 BB 入 如 一 1—o|z|: pp 之 外 


二 


代入 (13) 就 得 到 所 要 证 的 等 式 (5). OD 

2.7.2 规范 化 凸 映射 展开 式 系数 的 估计 

现在 给 出 引 理 2.7. 3 的 等 式 (5) 中 系数 ai 的 情 计 . 

引 理 2.7.4 设 

Fe) 一 人 十 [0 十 

是 B, 到 C" 的 规范 化 的 上 廿 英 射 ， 其 由 4 6 一 1，…，?) 是 x 阶 
对 称 方 阵 ， 其 元 素 用 as 浆 表示， 那么 

《ia 人 | 二 1，7 一 1，… nn} 

* fd4 。 


[和 | Ila? 1 过 地， i 7 三 1， "Rs i 
(ii la le i j=1, ，2a ;天方 


(iv) la | 1» J+ R=1, i , n, i fj, ik, 
证 到，7E 8B8,， 使 得 IE1: 十 19|:< 过 1， 自 Rety' 一 个， 
那么 
[E+nl:=15|: 二 + 17|:+2Retty') 一 | 二 191:<1， 
即 《 十 ?7E B,， 同 理 6 一 7?€ B8.， 因为 了 是 西 的 ， 所 以 


SETDHIE DI ELBE,), 
恕 果 记 gD 二 六 ! (FFE+D+AE—D) ,出 gt EB,, 


且 KgGD) 一 去 (1 人 十 仿 十 /GE 一 们 ). 由 于 
了 信 十 人 一 5 十 了 HHC 作 十 人 AD 人 CE 十 人 7 
(十 人 4 EHF ) + 
IED DAV ED 
CED AE + 
所 以 
f(g =F EHD+A ECD) 
一 上 AVE ,ee CAML'Y 
+ GAD ss A ) 十 
田 一 方面 ， 
f(g T= DH gE MANEgE ， 
gt MDAVECE NY ) + 
两 式 比 较 得 
gD ET EAVY ,1 CAV ) 
二 WAH ,AY 
。 JJ5。 


人 g(t,7) EB, 便 得 

8+ (FADE , 1 CAH') 

+ (740 有 ,A 二 | 1， C18) 
今 在 《18) 中 取 $ 一 0， 7 二 re"ey， 得 


ri|al es, 2 alt ey) 十 < 
让 > 一 1 得 
| (Cail'e™, Ps 在 和 ee 十 ，… | 过 


点 后 各 项 中 都 出 现 e"*， 其 中 疾 人 22， 上 上述 向 量 的 第 二 个 分 量 是 
de ri | 所 1. 
于 是 


| 一 一 上 2 去 | Cait’e We -} ee 


< 去 | athe + dsl, 
这 就 证 明了 i). 
在 (18) 中 取 Pet e,, =e he Jj， 县 | 各 下 十 1 有 一 
1 于 是 取 (18) 向 量 中 的 第 ;个 分 量 得 
| eg ， te tla te at Pr "| 所 1， 
由 此 得 
t+a 巡 | 


Ed (Cert,t eviay +ewma +.) ed0| 1. 
适当 选取 $5， 的 辐 角 可 使 
C0 : LA 
la {1 1 一 61=T eT 
让 坊 ， 上 即 得 |a 旬 | 委 六 ， 这 加 是 《1 


在 (18) 中 取 8=e 才 jej，7 二 ej8; 十 人 We@1， 使 得 ji 十 


i 二 j=1， 县 Reb wy 一 0， 对 这 组 8，7, 不 等 式 (18) 成 立 ， 
因而 有 


"lib" 


[Ee ber a te yas 
十 诺 a 寻 十 2 a 引 十 | 才 1， 
所 这 


2 
| Ce teerap te gay 


a | (19) 
上 面积 分 被 积 函 数 的 痢 括 统 中 ， 凡 有 因子 e* 的 项 积分 后 将 被 保 
留 ， 因为 我 们 取 的 是 g 避 ,7) 的 第 了 个 分 量 , 由 于 ?的 取 法 , 凡 
“的 第 7 个 坐标 与 了 的 第 在 个 坐标 相 乘 都 会 产生 带 近 的 项 ， 国 而 
(19) 并 端的 积分 值 为 

二 2997914 革 十 让 , 玲 十 o( 17|?)， 

这 里 4 是 相应 项 的 系数 ， 于 是 从 《19) 得 

[5 2 ha oy| | 所 1. 
若 把 上 述 不 等 式 堪 端的 复数 记 为 r, 则 1r| 志 1. 注意 到 | 过 1, 因 


而 得 el 即 
(29794 二 RoC)?)}| - < 


[1—18;|:—27%5,a A ltoc|yl D1 


把 上 和 式 分 子 分 母 同 除 区 | 了 上， 并 记 w 一 1 ， 太一 让 r: 那么 
oa] 二 |u|l:=1， [8,i=1， 上 式 可 写 为 
20m.a + AB, Eodl)| <] 


1—|t,|’ 
ba 
注意 到 |?7 民 十 | 条 振 二 | 订 星 十 | 条 拉 十 | 区 旦 二 1， 所 以 当 | 上 ?| 一 0 时 ， 
上 ,j= 二 1#1 一 1, 故 在 上 式 中 命 171 一 0， 得 
[2a matt + AP,ai | 
|1— 2a,aB,a — Aat | 
对 满足 jo! 十 la|: 二 1， 8B| 二 1， ReaP; 二 0 的);， Es Ba, 成 立 ， 在 
=。 117: 


—20mpPlt ian — A las 十 D (1) 


| (20) 


1， 即 12| 才 志 ， 从 (20) 如 得 


2|a im | apl— | lol 

[1 SaarpBar Ta la Sl 
适当 选取 a 的 辐 角 可 得 

NE 


12lolla lat] tlal la. 


由 此 得 
A 1+ oe |: 


4la,lla,| oa 


在 la 十 [al 一 1 的 条 件 下 ， 上 式 有 端 当 |a,| 二 -3 时 取 最 小 入 


,因而 得 ap|<< 妆 本 ， 这 就 是 di). 


最 后 证 明 div), 在 (18) 中 取 $=eete, 了 7 一 eeefyie ees 
使 得 1 十] 十 ||:=1， 县 1;， jl. 于 是 


ee ta ee ry 


二 2a e er ta i [| 委 1， 


用 和 上 面 一 样 的 方法 可 得 
[be ta er + 2alP en 十 4 中 六 十 ……| 妇 1， 
再 用 一 次 同样 的 方法 得 
| 各 十 2c 罗 多 条 | 委 1. 
让 有 = 一 包 ， 并 适当 选取 其 辐 和 角 ， 得 
| 全 | 十 321a 生 | 本 < 

即 

[es 一 | _ 1l—|tl? 1 


-1 
LA 


"lig* 


让 15 | 一 1， 即 得 la | 才 洱 . 口 
引 理 2.7.5 设 环 ,是 召 . 上 规范 化 的 是 映射 的 全 体 ， 对 于 任 
意 了 E 天 ,， 设 其 展开 式 为 
Flz}=2zt {zrA De ee， 人 十 
其 中 4 一 fa 和 Js 傅 


—up | Da ， (21) 
那么 
tl 2 (n—1). (22) 


证 出 引 理 2.7.4 的 G) 和 Gii)，(22》 右 端的 不 等 式 是 明 
显 的 ， 为 了 证 明 (22) 左 端的 不 等 式 ， 注 意 BB 的 自 间 构 


(z= A, 


La 
它 当 然 是 B, 上 的 凸 映射 ， 把 它 规范 化 后 所 得 的 映射 记 为 吾 ， 即 
$2)= (Ra C0 3 1， 


则 古 ,EK,.。 因为 
上 Sazd' 
(2) < 一 生 - 款 | 一 5z 十 ek 
1 ， -1 二 1 a: 
Cp (0))') :一 二 (E+) 
所 以 
$ (2)= ] 2A' 0 dza'a' azaad a |, Es 


za ls(t]s) sls)i ~ 1+s 
全 
1—xza’’ 


让 a 一 后 ， 
EK,. 关 记 fC， ， ), 则 


是 紧 的 , 所 以 (zx) = 
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| 


f(z)=T > 一 2 十 各 十 人 十- 
1 
fi(2) = 二 之 pg 十 袍 /2 十 宅 这 zs 二 
1 
J 
1 
了 的 二 次 项 是 
《21， 之] 21 一 (zz ， "=, FP i y, 
因 市 
0 0 0 冯 0 0 
4 一 0 站 ，446 一 = 0] 0 -00 
0 0 0 
0 0 0 0 
1 
° 2 
站 下 一 ， 
1 
2 们 


即 < 第 一 1，a 多 = 六， …，e 鱼 = 二， 所 以 


1 太 十 ] 
a 一 1] 十 二 (nn 一 1) 一 ， 
之 。 8 5 3 


由 此 即 知 〈22) 左 端 成 立 . 口 
引 理 2.7.6 设 
fz) 一 2 十 【sg , or, A ) 二 
是 吾 上 的 规范 化 的 凸 映射 ，42 一 {afp 1,， 那么 对 任意 =E 
B,， 有 
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Da 名 | <c C23) 
1 ,1 一】 
这 里 个 , 如 (21) 所 定义 ， 
证 因为 三 | 为 单位 向 量 , 故 可 取 西 方 阵 U 二 (wx)icswees 使 


其 第 一 行为 7 命 < 二 wU， 则 

Fw NU ==wt Cw ADU ew es, ww A ww YU! 
tw (wATw' ， vad er YY ee 

记 广 二 (a 名)， 我 们 来 确定 因为 


vot A te 一 > Sw 疲 宰 7 


i 二 1 二 1 


所 以 Cr wo0U0AmU'rw' ) "的 第 :个 元 素 为 


> > Sway 7 


一 11, 汪 一 上 


-> SY ww, | Par Wm | Haw 


=]lnt=1 


由 此 可 知 A 的 (i,4) 元 素 为 


因而 
> an = 2 wl Dj ay ‘Hm ) 下 1 
一 | ago 
mrk=1 t= 
= 一 2 [i 
因为 f(rw0n0D' EK,， 由 CG, 的 定义 即 知 《23)》 成 立 . 吕 


2.7.3 定理 2.7. 的 证 明 
定理 2.7.1 的 证 明 在 引 理 2.7. 3 的 等 式 (5) 中 , 对 p 从 0 
到 | 1] 积分 ， 注 意 到 detP (0) 一 1， 便 得 
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log detf' (z) = tn 二 1} is 1 


' 2|z| 
,二 


do. 24) 


| =| 
因为 
2 pAdp __# 十 1 2 
Cn + 11z| | 7 liog(1 一 lz， 
! 2|z| 11+ lz| 
oI ple 81 [el 


并 利用 引 理 2. ?.6 得 
llog{(1 一 lz 


由 此 即 得 


1 十 lz| 
1 一 |=| 


(z)}| 委 Caog 


d+ De 
(1 一 


这 就 证 明了 定理 2.7.1 的 右 喘 的 不 等 式 、 从 (24) 可 以 寺 接 得 到 
log detf’ (z} 一 一 2 log(1 一 |z|’) 


一 人 rl > 让 jee， 


idetf' (z) | 所 


或 者 
detf' (2z) 一 (1 一 |z| 5- 嘲 
。 2 
ep 人 ,IT p34 苏 ae} 
所 以 
ldetf' (tz)| 之 了 1 一 
一 jhDc 宣 
人 十 De 和 
定理 2.7.1 证 毕 . | 
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斐 异 等 在 [BRG1] 中 猜测 ，C, 一 于， 这 时 相应 的 偏差 定理 


为 


1 
& 《1 _ ie lt 
这 是 单位 辆 盘 上 凸 观 英 篇 差 定 理 的 推广 ,但 目前 尚未 得 到 证 明 . 


CT ery < | 


$ 2.8 双全 纯 映 射 族 的 四 性 半径 


2.8.1 有 上 规范 化 双全 绅 映 射 族 趟 存在 凸 性 半径 

用 记 单 位 国 失 U 上 满足 条 件 AC0)= 二 0 和 了 59) ==1 的 双全 
纯 蚂 数 了 的 全 体 ， RR，Nevanlinna 在 1920 年 证 明了 下 列 事实 : 存 
在 rE 〈0，1)， 使 得 对 每 个 了 ES，Fro 门 都 是 C 上 的 凸 域 ， 而 
对 任何 ”>m， 必 存在 5E3S， 使 得 gr 不 是 凸 域 ， 称 x。 为 函数 
族 5 的 凸 性 半径 ， 容 易 证 明 [Gol], r=2 一 Y 3， 

多 圆柱 LU" 和 球 B, 是 单位 圆 盘 在 E" 中 的 两 种 推广 ， 对 于 5 
和 B, 上 的 双全 纯 映 射 ， 是 否 存 在 类 似 于 单位 贺 盘 的 中 竹 半径 ? 

设 上 Ui 一 CC 定义 为 f(x) = (zi 十 a zz), 其 中 a 是 一 复 
数 ，a30. 容易 看 出 ,， 它 是 双人 金 纯 的 ,而且 (0) 二 0， 但 它 显然 
不 能 写 为 

Ce) = Ca (2) ese) )T. 

由 定理 2.5.7， 对 任意 rE 0; 1)},， f(rU?) 都 不 是 凸 的 . 这 说 明 
对 多 圆柱 上 的 双全 纯 映 射 族 不 存在 凸 性 半径 问题 ， 

对 于 球 B, 不 看 在 上 而 这 样 的 例 于 ， 

定理 2.8.1 设 f; 8 一 是 一 个 双全 纯 映 射 上 (0) = 一 0， 那 
么 存在 rjE€ (0, 1], 使 得 了 (ryB8,) 是 欧 氏 凸 域 , 面 对 任 意 prr， 
六 《ppBs) 不 是 侯 氏 凸 域 . 


证 因为 /是 双全 纯 映 射 ， 对 任意 <€B., det| 于] 20. 4 故 在 
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jz1<3 中 ,min|det| 全 | | >0. 在 短 隆 人 中 ,设想 的 代数 余子 式 
六 gi， 那么 
B11”""Bnl 
2 
和 det| 区 En 
于 是 
| a| 守 det 人 | ,六 ， 汪 -oaug 
3 < 2 el 
了 t+! 二 二 
所 以 当 *-0 时 , 耻 学 | Se 
此 存在 rE€ (0，1)， M 
上 cd 1 
dz drs 


对 所 有 单位 向 量 a 成立, 由 定理 2. 5.13, (xB) 是 欧 氏 是 的 , 命 
rj 二 sup{r : (xB,) 是 欧 氏 凸 玻 }， 

显然 ， 当 六 是 B. 上 的 是 上 映 射 时 ， ri=—1， 介 则 FF < 而 当 pr 时， 
fA(pB.) 不 是 欧 氏 凸 域 . 口 

在 上 述 定理 的 基础 上 ， 我 们 给 出 下 而 的 

定义 2.8.2 设 久 是 B 上 的 双全 纯 映 射 族 ， 如 果 存 在 rE 
(0，1]， 使 得 对 任意 feE ，f (ro6B,) 是 欧 氏 凸 域 ， 而 对 任意 p 
>>roy 存在 gE 多 ,使 得 g& (pB.) 不 是 欧 氏 上 晤 域 , 我 们 就 称 + 为 
.多 的 凸 性 半径 . 

种 单 复 变 的 情形 不 同 , B, 上 的 规范 化 的 双全 纯 映 射 族 不 存在 
对 性 半径. 

定理 2. 8.3 B, 上 的 规范 化 的 双全 纯 映 射 族 5 不 存在 凸 性 
半径 . 
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证 ” 取 一 列 双全 纯 映 射 : 
fz) 一 (ze Rebs) sk = 1 
显然 f ES， 记 2 二 zj 十 jy,， 二 a 十 治 ,，j 一 1，-…，n， 通 过 直 
接 计 算 可 得 
af™ a 
EI 


国定 rE (0, 1), 选择 充分 大 的 上 &， 使 得 一直 ;>0. 取 工 一 0， 


Re | Cas) -i 十 2avb, yl1}. 


-是 0<n< 让 ,一 一 m=% 一 … 一 0， 那么 
|*|<r, 再 取 单 位 癌 基 
] 1 
一 一 -元 汪 0 十 D,0 0|， 
| Va 
RI 一 】 3 ik) 
那么 Recase' ) 一 0， 但 Re 纺 - < 六 |=2. 由 定理 2. 5.13， 


了 GrB,) 不 是 欧 氏 凸 域 . 这 说 明 不 论 r 多 么 小 ,总 能 选择 充分 大 
的 &, 使 得 f(rB,) 不 是 欧 氏 西域 ,因此 不 存在 西 性 半径 .0 
但 在 S$ 上 再 加 上 适当 的 眼 制 ， 可 以 证 明 西 性 半径 存在 ， 

2.8.2 凸 性 半径 存在 的 条 件 

定理 2.8.4 设 人 S$ 是 B, 上 的 规范 化 的 双全 纯 映射 的 正规 族 ， 
那么 S$ 存在 凸 性 半径 ， 

为 子 证 明 这 个 定理 ， 我 们 先 证 明 下 面 的 

引 理 2.8.5 设 了" 是 S$S 中 一 列 双 全 纯 上 映射 ， 它 在 B, 的 任 一 
紧 子 集 上 一 致 收敛 子 f. 邵 果 了 (rB,) 是 欧 氏 西 的 ， 那 么 对 任意 
s>>0, 一 定 存 在 ,使 得 当 衣 半 才 时， f(r 一 se)B,) 是 欧 氏 凸 的 . 

证 因为 

a 0) | = to 


A OY = 
det| Sit = 1， 


所 以 由 定理 2.2.8, 了 是 B, 上 的 双全 纯 上 映射. 因为 f(rB,) 是 出 的 ， 
由 定理 2.5.13，, 对 xzErB, 及 所 有 满足 Re (ga') 一 0 的 单位 向 量 
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Rel1 一 | 分] 和 > |>0 (1) 
记 

H= {za)!: |z| rele|l 一 下 ,Resa ) = 0}, 
五 是 有 "中 的 紧 集 容易 知道 


六 (二 ,ay 一 Re 人 ee] 


在 五 了 上 上 有 最 大 和 值 ， 设 (=”a”) 达到 了 最 太 值 . 由 51) 知 
hz 人 a) <1, 选取 70， 使 得 
hz a) 二 7 1 


记 . 
rs 
sa) = Re ( | | Sf 

dz 


网 在 右上 一 致 收 皱 于 肯 . a 当 闪 时， 有 
站 人) < 站 (2 十 下 和 丰 [za 十 了 < 


对 所 有 (=，o EE 成立， 由 定理 2.5.13， f(tr 一 e) B.) 是 
欧 开 廿 的 . 品 

定理 2.8.4 的 证 明 由 定理 2.8.1， 对 每 个 ES， 存在 
rECO, 0). 使 =inf tr (站: fES,}, 我 们 证 明 ”>0. 如 果 
"一 0， 那 么 存在 一 列 广 "E3， 使 得 limr( 产 ) 二 0， 因为 $ 是正 


规 族 : 故 从 {7} 中 可 以 取出 一 个 内 闭 一 致 收 伍 的 子 列 ， 不 妨 设 
这 个 于 列 怀 是 它 自己 , 它 的 极 眼 映射 是 f. 因为 lmr(f") 一 0, 所 


以 存在 加， 当 素 之 训 时，r(Fo) <Fr(f). 务 一 方面 ， 因 为 
f(r( 放 B) 是 欧 氏 西 的 ， 和 由 引 理 2.8.5 存在 已 ， 当 大 > 下 时 ， 


Fo 订 rCPB| 是 欧 氏 西 的， 因此 当 &>>max (&， 刀 ) 时， 从 


[ec 1, (sa) EH, 


je 生 -CDB.] 是 欧 氏 西 的 导致 (Fo) 光 计 + (f)， 这 和 
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rCFeoy 一 去 "(让 相让 质 . 这 个 牙 盾 证 明了 o>0， 取 gES, 最 然 


rtg) 六 加 因为 glrtg)B,》 是 欧 氏 凸 的 ， 所 以 glroB,} 也 是 欧 丰 
目的 . 任 取 > ， 如 果 对 所 有 fES， ftpB,) 都 是 欧 氏 凸 的 ， 那 
么 pb 和 rm， 这 不 可 能 ， 因 此 六 是 的 凸 性 半径 ， 日 

由 定理 2. 6.1，B. 上 每 个 规范 化 的 星 形 映射 的 模 有 下 列 佑 计 


|z| 


因此 B, 上 的 规范 化 的 星 形 映射 族 是 局 部 一 至 有 界 的 ， 由 定理 
1. 2.8， 它 是 一 个 正规 族 . 于 是 从 定理 2. 8. 4 即 得 

定理 2.8.6 号 .上 的 规范 化 的 星 形 映射 旋 存 在 凸 性 半径 . 

一 个 很 自然 的 猜测 是 : 8B, 上 规范 化 的 星 形 映射 族 的 凸 性 半径 
ro 一 2 一 V3 .但 现在 还 没有 得 到 证 明 . 

本 节 材 料 取 自 [Sh 2]. 


[ 注 记 ] 


首先 计 论 域 之 间 的 全 纯 映 射 的 是 K. Reinhardt, 他 讨论 的 域 就 是 现在 所 
谓 的 Reinhardt 域 ， 对 全 纯 映 射 理论 发 展 作出 主要 贡献 的 是 H. Cartan [Ca 
2，141~254，255~275，336~369]。 关 于 单 叶 映射 的 定 理 2. 2. 3 首先 是 由 
Clements 证 明 的 ， 这 里 的 证 明 选 自 ENs]. w=2 时 , 球 Bs 的 全 纯 自 同 构 首 
先 出 现在 Poincaré 的 工作 中 ， 球 和 骆 辆 柱 的 非 全 纯 等 价 性 也 是 Poincare 于 
1906 年 首先 证 明 的 . 现在 关于 这 一 重要 事实 的 证 明 已 有 不 少 ， 这 里 的 定 现 
2.3.15 的 证 骨 选 自 [Ru2], 定理 2. 5.15 的 证 胡 选 自 fsShi]j， 多 圆柱 和 球 上 
星 形 映射 和 沿 映 射 的 判别 法 的 证 明 选 自 [Su1] 和 [Ki. 这 些 结果 在 Banach 
空间 上 的 推广 可 参见 [Su2]， 儿 圆柱 上 四 有 映射 的 表示 定理 (定理 2. 5.7) 有 
一 些 有 趣 的 应 用 , 可 参见 [Mi] 和 [shl]. 32.1 一 24 的 内 容 可 参阅 文献 
[Kr] 和 [Ru2]; 8$ 2.6 的 内 容 可 参阅 [BFG2]，[DZ]，[GL]，[Liul] 和 
LTh]; 8 2.7 的 内 容 可 参阅 [BFG1]，[PR]，[Lio2]，8 2.8 的 肉 容 可 参阅 
LGolj 和 [Sh2]. 关于 星 形 映射 和 西 映射 的 增长 定理 、 掩盖 定理 和 偏差 定理 ， 
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莫 关 与 国内 外 的 合作 者 们 做 了 大 量 工作 , 取得 了 很 多 新 的 进展 , 详细 情形 可 
参见 袭 寻 的 综合 性 文章 [G2」 和 他 的 专著 [G3]， 其 中 有 大 量 的 参考 文献 可 
供 进一步 研究 时 查阅 . 
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第 三 章 正 交 系 与 Bergman 核 函 数 
$ 3. 1 CCN 们 8H) (2 上 存在 完备 的 正 交 系 


3.1.1. 《 瑟 门 五 )(2) 是 Hilbert 空间 
设 呈 是 C" 中 的 有 界 域 , 人 上 平方 看 可 积 函 数 的 全 体 沁 为 
LQ2)， 即 


LO)=1f; DC: } fea) idm Cz) < 


z(D) 中 人 金 纯 函数 的 金 体 记 为 (站 HH) (0)， 它 是 本 意 的 主要 研 
完 对 象 ， 我们 殖 首 寺 证 明 《【 瑟 站 五 (C0) 是 一 个 Hilbert 空间 ， 它 
存在 着 可 数 的 规范 正 交 系 ， 在 此 基础 上 ， 我们 引进 域 只 的 
Bergman 核 明 数 的 概念 ， 亿 是 研究 有 界 域 的 重要 工具 . 

设 虽 是 C" 中 的 有 界 域 . 在 (C22 站) (0 中 引进 内 积 如 下 ; 
(fg = {f(adm ts) ,fg€ (LNH) OD), 


f= 二 vx 《ff， 让 是 /的 范 数 . 容易 用 常规 的 方法 证 明 它 是 一 个 
内 积 空间 . 为 了 证 明 它 是 一 个 Hilbert 空间 ， 我们 先 证 明 下 面 的 引 
理 . 这 个 引 理 虽然 简单 ,但 在 本 章 的 讨论 中 却 起 着 关键 作用 . 

引 理 3.1.1 任意 固定 aE 人 及 以 < 为 中 心 的 闭 多 加 柱 


P ta, 7)= {EC | 二 一 ai| 委 ri j=] RR) 亡 员 , 则 对 任意 
FE (站 五 0， 有 下 列 枯 计 
[foe fl. C1) 
Tr er 


证 不 妨 设 a 二 0， 命 了 在 P(0,，r) 中 的 展开 式 为 
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fz)= Yer’, ‘=P. 
于 是 


LF = fo) ramos) {fe) dm le) 
a r 
一 Decalerzdmo lz) 
十, 贱 
= 2 eal? | 1 jd Ce) |eo | rE?, 
“ PF 


和 再 此 即 得 (1}. 口 
从 这 简单 的 引 理 3. 1. 1 可 得 一 有 用 的 推论 . 
推论 3.1.2 设 天 是 台中 的 紧 集 , 则 存在 一 个 与 六 有 关 的 党 
数 闻 ( 玉 1)， 使 得 对 任意 JE (天 站 五) 及 zE 天 有 
[Fz) EMEKR) | FA. 


证 设 d(30, 民 ) 一 po， 二 一 ， 则 和 K, 
证 设 pP， 取 了 2 则 对 每 个 xz 万 
Brlz, ry= {|t Cz, | <r Cn 囊 实 上 , 当 tEP(z, 7) 


时 ， 和 = 71, “a, 所 议 


lt—sb= Db EE 
有 并 EE€ER， 由 引 理 3.1.1 即 得 
ij) | 六 


1 
六 


二" 


AN. OD 


现在 可 以 证 明 
定理 3.1.3 (LNH) (nN) 是 一 个 Hilbert 空间 . 
证 只 要 证 明 CE 介 (2) 是 完备 的 . 任 取 CE 人 作坊 C2) 中 一 
个 Caucby 序列 { 护 ), 设 天 是 号 中 任意 一 个 紧 集 , 由 推论 3. 1. 2， 
存在 M{K)， 使 得 
[fre)— fe) EMIR) I fi— fl <MORYe 
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对 每 个 <€ 下 及 充分 天 的 局 点 成 立 ， 因 而 {i} 在 嫩 中 内 闭 - 致 
收 化 ， 设 其 收 和 化 到 fF， 则 AE 五 5CP)， 根 据 Fatou 引 理 ， 
Nim i fladma lim | fi—filiadma=lim | ffill’, 
Re Re 记 EE 


这 说 明 当 /充分 大 时 ， ff Liam <e, 即 当 7> co 时 ， 


i 一 了 一 0. 因而 { 玉 } 按 范 数 收 钱 于 今 取 定 !， 使 
| 六 一 了 | 之 1， 于 是 
TF 二 fi 和 1 十 fi 过 十 2. 

由 此 即 知 FE CENEBDCODD， 所 以 C2NB)C9) 是 完备 的 , 因而 
是 Hilbert 室 间 ， 口 

3.1.2 《 瑟 门 五 )(82) 上 规范 正 交 系 的 基本 性 质 

定义 3.14.4 如 果 ( 产 五 )5P) 中 一 询 隙 数 {%} 满足 
(BB: 二， 就 称 {为 [EMHYD) 中 一 组 规范 正 交 系 . 

设 {} 是 ( 志 人 站) (0) 中 组 规 苑 正 交 系 /是 (EC 


中 任 一 瑞 数 , 命 a= |f(2) 有 Be)dmo(z) 一 《fm). 称 3laig(z) 
| 二 m 1 


为 对 正 交 系 {%} 的 Fourier 级 数 .容易 证 明 下 面 的 Bessel 不 等 
式 ， 
命题 3,1.5 设 {mm} 是 (和 门 五 ) (2) 上 的 一 组 规范 正 交 系 ， 
} 是 feE (DNFH)CD) 的 Fourier 系数 ， 则 


A 
证 对 任意 正 整数 N， 
o< | 7- Yam | = Sag) ) {7— Pap ) drm, 
= A vialz 
由 此 即 得 所 要 证 的 不 等 式 ， 口 
» 了 3 了。 


在 进一步 讨论 规范 正 交 系 的 性 质 时 ， 我 们 还 需要 


引 理 3.1.6 设 {mm} 是 (关门 五 ]) 2) 中 一 组 规范 正 交 系 ， 
那么 对 任意 如 中 的 紧 集 玉 ,， 存在 轩 (KK), 使 得 对 任意 zEKK 及 正 
整数 N， 均 有 


Se) MK). 


是 am 1 


证 ”对 于 固定 的 xzEK, 命 f( 扑 = > 站 [zy (CY)， 则 
ailb> 


-| 


BZ) PL) | dm (Et) 


hz) BY) Dn 了 do CE) 


re ne) na dm waot 
上 J 


所 以 FeE CENED Oy. 于 是 由 推论 3,1.2, 存 在 az(K) ,使 得 对 任 
意 <zE€ 尺 有 |F(z) | 所 CCK) 有 上 ;此 即 


上 
(DP Ip) CMR || > REIn) | as) 
由 ma ] ， n 下 一 1 
—MIK) 人 19(z) 1 
让 计 (KK) 一 Mi?(KK), 即 得 所 要 证 的 不 等 式 , 口 


定理 #3.1.7 设 {g} 是 (二 门 五 ) (0D) 中 的 一 组 规范 正 交 系 ， 
Ye 一 cc， 那 2 


是 哇 工 


G) jag (2) 在 全 上 内 闭 一 致 收 化 于 CENH) CQ) 中 的 函 
数 g; - 


yy 

Gil lim le— Danl =0 
Nm £=1 

* 132* 


iii) ax 就 是 gg 的 Fourier 系数 ， 妈 ai 一 (pg, 匆 )， 
证 G1) 尾 取 天 CC2， 由 引 理 3. 1. 6， 


Sap a SD al Ig EMEK) 和 be， 
Pep Fp k= k= 


放 arp(z) 在 Q 上 内 闭 一 臻 收 化 设 其 和 函数 为 g(x)， 则 


My 
lal* —Jlim| Dogme) | drm) 
=1 


各 a 
< lim | Vag {ze) | dmsn lz) = > [a | :oo, 
”~ 1 tl 
所 以 gE ENB nN). 


《1 | 请 一 Yam | ‘=||g— Dan | “dm 
= ” = 


下 内 
=Jlim| Dag te) — Pape) | aa 人 z) 
Dr £1l 让 一 1 


L 
> a lz) | dmzn (2) = > [a | <e. 
1 


n 和 二 加 十 1 目 二 局 十 


< lim 


上 一 = 


即 
lim | 5 一 > om | =0. 
(ii) 固定 上 &, 取 充分 大 的 N, 则 
«=| San) Rdm,., 


所 以 


用 
[aRame.—a, <||s— > ap | 9 | dm 
n n tml1 
hr 
二 | 8— ZR | | m0, N00， 
PB a= ‘gH}. 0 
=” 了 3 了。 


定理 3.1.8 设 ! 生 ) 是 (5 门 互 ]) (CQ) 上 的 规范 正 交 系 ， 则 


天 (= 一 2 nn 
=] 


点 二 = 


是 (zx, 5) ENxXn 的 全 纯 函 数 ， 当 固定 时 ， 开 (=，85) 对 = 而 
言 属 和 CL 人 门 HY(D). 

证 由 引 理 3. 1.6, 3 | 页 (EJ| :一 co, 故 由 定理 3.1.7 (i), 对 
每 个 8 天 ( 人 (zt 后 (2 门 五 )5). 当 zz 国 定时, 并 (z ,5 是 三 的 全 纯 
图 数 ， 根 据 Hartogs 定理 ， 天 (< 是 (ze， 玉 的 全 纯 函 数 ， 口 

3.1.3 (LI 门 H) (DQ) 上 存在 完备 的 规范 正 交 系 

下 面 我 们 要 给 出 完备 正 交 系 的 概念 ， 为 此 先 证 明 

定理 3.1.9 设 {mw} 是 CEN)》 (02) 中 的 规范 正 交 系 ， 出 
从 下 列 二 条 中 的 任意 一 条 可 推出 其 它 两 条 ; 

( 对 任意 fFECEN 昌 OU 内 闭 -- 致 地 成 立 下 列表 达 式 

Fe) 一 age) a= Cf, Hs 

[ii 对 任意 FE CAENMNHYOUD ,如果 (ff, 只， 一 0， k=1, 2 
…， 那 么 /==0; 

(ii) 车 = Cf， 9) 则 Blal?== 

证 (i? > (ii)， 因 为 有 = (f/f， 9}， 由 Bessel 不 等 式 ， 


> ac:s、 帮 由 定理 3.1.7 (i)， 
=l - 


lim | f— ap 一 0. 
但 易 知 
| 7 一 人 ait | 一 一 这 al 故 5iii) 成 立 . 
一 二 1 
Gii》 => (iD 显然 . 


0 地 (DD. 任 取 ECENEDOD), 命 一 (和); 则 由 Bessel 
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不 等 式 3) af<<ee。 再 由 定理 3.1.7 (i)， 


glz)= Dalz) 
4 一 


是 ( 瑚 四 五 152) 中 的 元 素 , 由 定理 3. 1.70ii)， 居 一 《8 由) 于 是 
(fg 和 N; 一 0， 由 根 定 /一 g 夺 G6， 因而 


f(z)=g(z)= Ya (2). 0 
由 二 1 


定义 3.1.10 设 (9) 是 CCN 日 ) (0) 中 的 规范 正 奖 系 ， 员 
要 定理 3.1.39 的 三 条 性 质 中 有 一 -条 成 立 ， 就 称 {gy} 是 完备 的 . 

而 此 可 见 ， 定 理 3.1.3 中 的 三 条 性 质 对 完备 的 规 序 正 交 系 都 
是 或 立 的 ， 问 题 是 在 《 瑟 站 五 ) 《2) 中 是 和 理 存 在 这 样 的 完备 现 范 
正 交 系 ? 按照 -- 般 的 Hilbert 空间 理论 , 这 样 的 完备 规范 正 交 系 是 
一 定 存在 的 ,但 不 一 定 是 可 数 的 .Bergman 首先 证 明 (天 门 五 ) 
(2) 中 存在 着 可 数 的 完备 规范 正 交 系 . 

定理 3.1.11 (NH) (0) 中 存在 可 数 的 完备 规范 正 交 系 . 

证 递 过 下 面 三 步 给 出 定理 的 证 明 . 

(一 ) 不 妨 设 0EN. 我 们 把 多 重 指标 2 二 (am,，…… a) 按 下 
列 规定 来 排序 : 

如 果 &a 二 {am B= (训斥) 满足 下 面 两 条 中 
的 一 条 ， 就 说 a 过 

《al 如 果 |al<181; 

(8) 当 1a|=181| 时 ， 存在 某 个 上 1kS&n， 使 得 a 二 ，…， 
ti Bar Rp | 

技 照 这 个 规定 ,任何 两 个 指标 都 可 比较 大小 ， 对 于 给 定 的 a， 
定义 

E={f€E EN AD DN OSL1: 

若 Ba (DANO0) =0}. 
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容易 看 出 FE" 不 是 空 集 ,因为 所 EE 考虑 《12 站 日 ) C0) 十 的 泛 
项 
FO = FE LNHIDN). 

我 们 提出 在 E* 中 求 上 述 泛 币 的 极 小 解 ， 郧 找 E EE ， 使 得 生计 
一 inf {了 Hl:，fE€EFF}.。 下 面 证 明 ， 这 样 的 是 存在 的 . 命 4= 
inf {了 了: EE}， 取 一 串 有 EE"， 使 得 上 天 :>3， 由 推论 
3.1.2， 对 任意 紧 集 KCCA 及 zEK 有 |f(z) | 所 MK) 
"4 旭 知 {天} 是 一 正规 族 , 故 可 选 出 内 闭 一 
致 收敛 的 子 列 , 这 个 子 判 仍 记 为 {7.}, 设 其 极限 函数 为 则 有 EE 
百 (). 因 为 六 各 瑟 ， 且 产 是 闵 的 内 闭 一 致 收敛 的 极限 ， 所 以 

CPA OO) =1, (DA) C0) 一 0， 如 果 B<Za. 
另外 对 任意 天 忆捷 号 ， 


J a lama=lim | fi ldmalim | If ldmo =A, 
后 下 说 

因而 4 ?dm 所 4， 这 说 明 hEE"， 且 1h 上 <<4、 按 4 的 定义 ， 
i 


应 有 宇 A， 所 以 ?二 A， 从 《Dh》 0) 二 1 知道 h 半 09， 
因而 4>0， 从 上 面 的 讨论 得 知 , # 是 上 述 问 题 的 极 小 解 ， 因 为 它 
与 EF* 有 关 ， 我 们 把 它 记 为 六， 

《二 》 我们 证 明 {8.} 是 ( 忆 门 五 (2)》 中 的 正 交 系 . 

为 此 先 证 明 六 有 下 列 性 质 : 如 果 &E (关门 五 9) , 且 对 任意 
Ba 有 (Dig)(0) 一 0， 那 么 hg) 一 0， 

事实 上 ， 对 任意 复数 c， 

D'stee) (0 = DRY)O AD g) (0) =1, 

面 当 8<a 时 ， 妈 (下 十 cgl 《0) 二 0， 所 以 用 十 cgEE*， 因 面 
A 二 eg 和 尘 A. 但 男 一 方面 ， 

Eteg i= ile ste tig, hy +e (he, g), 
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车 取 c= 一 守 呈 - 铝 站 全 ， 则 
| {ph 8 | 

gi 
故 若 th。，g) 关 0， 则 从 虐 式 得 和 和 十 cg 有 之 上 有 二 及 ， 这 与 
上 A 十 cB 有 ?之 及 四 巴 盾 ， 因 而 《hg) 一 人 

从 大 .的 这 一 性 质 , 容易 证 明 (一 ) 中 极 值 疝 琶 的 解 是 唯一 的 ， 
国 若 有 六。 各 丰 两 个 解 ， 那 么 

D(A A )CO—=0, Be， Dh A) 0}=0. 
根据 上 面 的 性 质 ， 

hay hohe = 《所 hh 一 0， 

即 hh homh)y = | hh ==0， 所 以 有 一.. 

现在 证 明 {8.} 是 (2 门 五 )C9) 中 的 正 交 系 ， 任 取 a 关 B， 不 
妨 设 we<B， 则 对 任意 Y= (7 六) 委 &， 必 有 <， 因 面 


CDpp)C0) 一 9 由 《一 ) 中 所 证 的 性 质 hoshp) 一 0- 命 品 一 卫 Tr 
则 有) 是 《人 们 吾 ) (02) 中 一 组 认 范 正 交 系 ， 
(三 ) 我 们 证 明 人 是 CGN 态 》WD) 中 的 完备 的 规范 正 交 


8a+teg | = | Re 


任 取 fE CENEHYCG0), 让 ta 是 一 个 待定 的 数列 ， 命 
fz) = >》 ,ap 多 (>)， (2) 
下 
现 选 取 ep， 使 得 当 Ba 时 有 
(FDCO0) 一 (六 [01， (3) 


这 是 做 得 到 的 . 因 若 把 “前 而 的 多 重 指标 接 规定 的 次 序 排 成 8? 
< < 之 qa， 则 (2) 可 写成 

fz =as vp ar gy 二 qe 
于 是 根据 久 的 选取 ， 即 可 得 


111 
CD fC0) —agnw [ 1 加 rT 


* ld? 


CD fo) (0) 一 ap (CD Woo) (0) taso Eze 


生 业 由 


CD Ff.) {D0) ds CL Ye] { 习 ) 十 :十 a。 I i , 
因而 等 式 (3) 为 


a Th- 《De fy (CO), 
as (PE gyn) (0) torn TR (PDz fy (C0), 
a (Do) (0) teeta TRE PF (0)， 


这 个 线性 方程 组 的 系数 行列 次 Cg 有用) 1 关 0, 因而 es 
(Ba) 是 唯一 确定 的 ， 现 在 对 每 个 Ba 有 DD? (Cf 一 了 (0) 一 0， 
故 由 《二 ) 中 所 证 的 性 质 ，( 六 一 上 = 二 0, 即 (fi, %) 一 《让 
各” 二 qao， 这 说 明 se. 是 上 相对 于 正 交 系 { 和 } 的 Fourier 系数 ， 因 


而 >， |a.|< 1 71 2， 于 是 由 定理 3. 1.7 {j)， 


ag ls) =g(2) EENH)I OD). 
由 (2) 知 g(x) = lim f.(z), 因 认 对 任意 多 重 指 标 8， 
(Dig} (0) = lim CDFYCOO = DN 00), 


所 以 f 寺 pg, 即 f(z)== Sj) ag (xz)， 这 就 证 明了 {名 } 是 完备 的 ， 
5 


口 
由 于 “《 旨 是 可 数 的 , 故 可 用 一 个 指标 来 表示 它 . 所 以 (荆门 
吾 ) (D2) 上 的 完备 规范 正 交 系 可 表示 为 {8} 二 0, 1，?，**…. 由 


于 m= 全， 根据 的 性 质 ， 有 
"了 了 38 ， 


Dr (0) -1 fe, 
| h. | -1， 有 一 cx， 


因此 {%} 在 原点 峙 近 分 别 有 如 下 的 展开 式 


2) =a a a 0, 
六 te) 二 i bs GI 天 0D， 
(z= a en", a £0, 


这 一 事实 在 33.5 中 讨论 Bergman 上 度 量 方 阵 的 正定 性 时 将 要 用 
到 |， 


§ 3.2 有 界 圆 型 域 的 完备 正 交 系 


3.2.1 阅 型 域 上 全 纯 函 数 的 展开 式 

上 节 通 过 一 个 极 值 问题 证 明 , 对 CC" 中 的 任意 有 界 域 人 2, (荆门 
五 ) (2) 中 存在 完备 的 规范 正 交 系 {名 },， 但 这 是 一 个 纯粹 的 存在 
性 的 证 明 , 对 于 {ss} 本 身 的 形状 一 点 信息 也 得 不 到 . 但 车 对 域 加 
一 些 限 制 , 例如 如是 加 型 域 或 Reinhardt 域 , 就 能 对 {%} 的 形状 
作出 一 些 判 断 . 

定理 3.2.1 设 愉 是 C" 中 包含 原点 的 图 型 域 , 那么 等 个 了 E 
五 50) 必 能 在 好 上 展 为 由 齐 次 多 项 式 组 成 的 内 闭 一 致 收 敏 的 级 
数 ， 


f(z)= Pics) ， 
其 中 Pi(z) 是 次 齐 次 多项式 . 


证 取 p>1, 记 0.=—$0, 那么 0, 也 是 包含 原点 的 圆 型 域 . 
考虑 函数 
» 了 了 本 


daa 
sa | FAz) pm zERN,, TEHM). 


它 是 2, 中 的 全 纯 函 数 ， 当 z 在 原点 的 一 个 小 邻 域 中 ，|4| 志 bp 时 ， 
Az 人情 在 原点 的 小 邻 域 中 ,因此 (az) 作 为 单 复 变 数 4 的 函数 在 | 
入 Pp 中 全 纯 ， 的 Cauchy 积分 公式 ， 


7 
ni | Tf 
因此 在 原点 附近 J = fy. 
当 |A|= 二 pp 时， 
1 _1 1 2 1 +1 
XI 一 r= 也 |[ 文 | ， 
] 一 -一 五 
由 
若 命 
了 fAz) 
P= 高 aa, (1) 
网 
pz) = Pi(z). (2) 


不 难 证 明 已 (zx)} 是 :的 上 次 齐 次 多 项 式 . 事实 上 , 如 果 命 f=e*4， 
则 


[2 
P(e*z) 一 -| | 1 edhe) 1 


2ni tl 
=p 
er [a | A 
Ir|=# 


. (3) 
男 一 方面 ， 由 (1) 知 Pi(z) 在 原点 附近 全 纯 ， 故 有 展开 式 
Prlz) = > er’, 


由 (3) 即 得 
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SY (Cele) cr'm0. 
敬 当 |a| 关 时， c=0, 因而 在 原点 附近 P; 是 深 齐 次 名 项 式 ; 但 
Pi 在 人 2, 中 全 纯 , 故 由 唯一 性 定理 , Pi 是 人 ,上 的 次 齐 次 多 项 式 
Pitx) 二 > coz', 注意 到 (2) 以 及 和 下 在 原点 附近 恒 等 的 事实 ， 
我 人 有 
‘= DW 0 = DN 0). 
这 说 明 终 的 展开 式 和 2 无 关 ， 让 rr>1， 即 知 (2) 在 入 上 也 成 立 . 


既然 上 和 让 在 原点 附近 相等 ,根据 唯一 性 定理 ,两 者 在 从 上 相等 ， 
因而 有 


flz) = SP (2). 
由 定理 1. 5.19， 它 是 内 闭 一 致 软 全 的 . 口 
3.2.2 有 界 圈 型 域 的 完 省 正 交 系 
有 了 上 面 的 定理 ,我 们 就 可 对 有 界 贺 型 域 上 的 完备 规范 正 交 
系 的 形状 作出 一 些 判 断 . 
定理 3.2.2 设 避 是 C" 中 包含 原点 的 有 界 圆 型 域 ， 那么 在 
(世间 HH) (022) 中 存在 一 组 完备 的 规范 正 交 系 {gu} ,二 0, 1，…;i 


"1 ] ,每 个 是 次 齐 次 多 项 式 . 特别 


ph 二 ,二 (V0)-,，V (9 是 域 人 的 体积 ， 
证 考虑 单项 式 z*= 二 zm…z%， 满 足 |a| = 的 单项 式 共 有 mm， 


{=1],，*"'， Hin: Pi 


-| 1] 个 ， 把 这 ms 个 单项 式 按照 菜 一 种 次 序 排 成 一 个 m， 
维 行 向 量 : 

gl (eh, eh lgs, re), 
用 总 记 方 阵 
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= er idms, {2), 
各 
由 于 旭 是 有 界 域 , H; 存在 .最 然 态 ; 是 一 个 Hermite 方 阵 ,而且 
是 正定 的 ， 事 实 上 ， 任 取 mi 维 向 量 w 隆 90， 则 
uffru' = usa dm 2) = | just {dns tz) 0. 

民 | 而 必 有 非 寻 方 阵 A 使 得 五 :一 4 邯 

| (ze dm (2) 一 7 (4) 

总 
车 命 久 一 = 4 ， 则 于 是 mr 维 向 量 . 由 于 x 中 的 每 一 分 量 都 尼 
2 la|=&) 这 种 形状 的 单项 式 ， 所 以 的 每 一 分 量 是 人 
的 站 次 齐 次 才 项 式 ， 行 让 


本 


二 《名 wy fm, 2 ， 


则 由 (4》 得 
[mmadms (2Z) =0,. (5» 
Pt 
现在 考虑 函数 系 
{0 点 一 门 ， 1， si :二 1]1， "mm is 《各 


其 中 每 一 个 多 是 二 ，…，x 的 次 齐 次 多 项 式 ， 且 由 (5) 知 ， 当 
固定 时 ， 所 得 的 ms 个 函数 是 规范 正 交 的 . 现 设 & 关 j, 由 于 人 0 是 
贸 型 的 ， 变 换 ww 二 ez 把 0 变 成 人 ， 因 而 


jee plz dmontz) = [ge “pe vadme (ww) 
n a 
=—e Vo Cw ) dm Cw), 
让 
由 此 得 
Jp BI dm) =0.8F7 
有 


这 就 证 明了 (6) 是 CE 站 O00) 中 一 个 规范 正 交 系 . 特别 当 大 一 
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0， 记 各 二 和 h1， 它 是 一 个 常数 ， 因为 它 是 规范 的 ， 
jg lama= Ig lV =1, 
nn 


所 以 可 取 有 加 二 (VOD)-z. 
最 后 证 明 (6) 是 完备 的 .我 们 证 明 , 如 果 FE CLENHD)C(2), 且 
< Tu 一 日 。 下 一 站 1 ， | :二 1]， Se Pes 则 .六 0. 事实 上 上 ， 由 
定理 3.2.14， 上 在 如 上 能 写成 
fz)= > Pi{z), < 和 站， | 


其 中 P 是 上 次 齐 次 多 项 式 . 因为 2" 二 q*iA,， 即 每 个 2" (lel 二 
上 ) 都 能 用 Ph ，…'， 9s, 线性 表 出 ,因而 P (z) 也 能 用 我: ，… Rhw， 
线性 表 出 ， 记 


和 
Plz2)= > aug{z). 
1 一 1 ， 


今 取 一 列 域 Q4, 使 得 焉 CO ， ao, 一 9, 而 且 要 求 每 个 人 
是 图 型 的 , 这 是 一 定 能 办 到 的 . 因为 如 果 0 不 是 加 型 的 ,就 用 0 
一 {e"z: z 忆 DO，0 志 2r) 来 代替 它 ， 于 是 


Cf, ge) = |f (mC) dm 2) 
| 


一 lim | > Px) 2) dm 2) 


让 10 


一 lim >) | yanp CdR) dm Cz) 


Mm— oe 
了 一 折 sml] 
站 


= lim > Bye | p.m ead). 


mo en s=1 


”这 里 | > = > | 是 因为 >)P，Ce》 在 了 .上 一致 收 人 
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因为 当 7 天 时， 和 和 ,在任 何事 型 域 上 上 正 交 ， 因 而 有 


《了 了 7 — lim Da | ge) pa) dime) 
mr 行 ， 


= Da [C20 (Cz) 2) ag, 
5 一 ] 六 


由 假定 (和 一 0: 所 以 au 一 0, 国 而 Pi(z) 寺 0, 从 而 1/ 寺 0. 口 

对 于 包含 原点 的 有 界 Reinhardt 域 , 有 更 强 的 结果 . 因为 在 定 
理 1.3.3 中 .我 们 已 经 证 明 过 ,每 个 包含 原点 的 Reinhardt 域 屿 上 
的 全 纯 嚼 数 上 ,在 只 上 有 震级 数 展 开 式 ， 


f(z)— 2 


容易 直接 证 明王 a | 是 Reinhardt 域 上 的 一 组 规范 正 交 系 ， 再 
用 证 明定 理 3. 2. 2 的 方法 可 以 证 明 它 是 完备 的 ， 因 而 有 
定理 3. 2.3 设 丰 是 台中 包 售 原点 的 有 界 Reinhardt 域 ， 那 


么 {了 入 [到 可 | 是 《< 站 HH) (0) 中 一 组 完备 的 规范 正 交 系 ， 


$3.3 Bergman 核 陨 数 


3.3.1 核 函 数 的 基本 性 质 

设 如 是 上 中 的 有 界 域 , 在 $3.31 我 们 证 明了 ( 产 门 五 ?2 中 
存在 完备 的 规范 正 交 系 ， 利用 这 个 正 交 系 ， 我 们 给 出 旧 的 
Bergman 核 消 数 的 概念 ， 

定义 3.3.1 设 员 是 C 中 的 有 界 域 ， ig} 是 CN HY) (0) 
中 一 组 完备 的 规范 正 交 系 ， 称 


Klzt)= > RR, 2 FEN 
中 一 五 


是 呈 的 Bergman 棱 议 数 . 
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出 定理 3.1.8，K(z, 引 是 z 和 了 的 全 纯 函 数 ， 当 8 周 定 时 ， 
K(z ,对 z 而 言 是 G2 和 人间 日 ) 00) 中 的 元 素 . 
容易 看 出 ，K(z ,中 一 K(E,z), 
核 函 数 的 再 生性 是 它 和 的 重要 性 质 . 
定理 3.3.2 对 任意 了 EC 人间 BH)C0)， 有 等 式 


f= [K(f dmb) ,xE0. 
下 


证 因 /(z)= 于 mp) ,其 中 =|f(ORCDdmal5). 只 要 
证 明 | 
lim { {JeK tamott) 一 ape) 1=0. 
由 Schwarz 不 等 式 和 Fatou 引 理 ， 即 得 


dm tb) — Slag(z) 
让 二 性 


-| fre 5) nmidm Ct) | 


im 十 1 


< || 2 an | am 
<HAIl sm {| > 人 (下 


=| | 3 [RC2) | ?<e, m>>mo. 


点 二 轴 十 1 


~ 


后 的 不 等 式 是 因为 > Ih)1'<o0. 这 就 是 要 证 明 的 . 口 
推论 3. 3.3 对 任意 gEBOGD0), 命 


(Pa) (2) =|Kz, g(t) dm dt), 
Te 
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则 PP 是 下 (0) 到 CE 站) (0) 之 上 的 投影 算 子 . 

证 因为 (2 位 吾 ) O00) 是 (009) 的 一 个 闭 子 空间 , 放 对 每 个 g 
E LD), 有 里 交 分 解 g 一 g1 十 gm 其 中 ECNHDUD ,er| (LL 
门 五 0P) ,由 定理 3.3.2,Pgj 二 gi. 由 于 点 (t,z) 对 Y 而 言 是 (LL: 门 
恕 7 (0) 中 的 消 数 ,所 以 


|s CK Geb dm (的 =|e CI KE dm Ct) =0. 
| | 


即 PE: = 0, 于 是 
Per=P(lgiig2} =Pg=F. UD 
我 们 称 已 为 瑟 2C) 到 《天 人 五)D2) 上 的 Bergman 投影 算 子 . 
从 核 光 数 的 定义 来 看 ,似乎 核 衣 数 依 顿 于 完备 正 交 系 的 选取 ， 
其 实 不 然 . 对 于 任意 给 定 的 YED, 定义 《人 NH) 《7 上 的 线性 
泛 鼠 如 下 : 
TAD=AD FENHY OD. 
由 推论 3.1.2, | 站 | 所 MO 了 ,所 以 工 ; 是 Hilbert 空间 (也 
门 五 ) (Q) 上 的 有 界线 性 证 还 , 根据 Riesz 表示 定理 ,存在 唯一 的 
greE CN 门 吾 ) 00) ,使 得 
THf) = (f, gr) (1) 
对 每 个 7E (CNHD)CO) 成 立 . 特别 选取 f=, 从 (1) 得 名 (5)= 


(B, Er), 或 者 aE) ‘gr, 有 R)， 妈 (5) 是 的 Fourier 系数 , 因 
而 看 


gr(z)= RR) Ks). (2) 
这 说 明 核 沙 数 上 (z ,5) 就 是 gi (zx)，, 它 和 正 交 系 的 选取 无 关 ， 把 
‘2; 入 入 0) ,我 们 再 一 次 得 到 定理 3. 3. 2. 
当然 核 还 数 是 取 复 数值 的 ， 但 当 # 一 = 时 ， 它 取 正 数值 . 
命题 3. 3.4 对 每 个 zE0, 均 有 下 (z ,zx)>0. 
证 按 定义 
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K(z, 2) 一 家) | R10. 
£0 


和 若 有 某 点 zo 丘 人 ,使 得 多 (x60,zo) = 二 0， 则 必 (en) 二 0, 一 0, 1， 
2， "因而 对 任意 FE (天 自己 )CQ)7)， 有 


flz0) = Pazo) 一 0. 


此 一 站 


这 是 不 可 能 的 ， 因 为 1E (自己 2C2)， 口 

下 而 的 命题 给 出 了 乘积 域 的 核 函数 的 计算 方法 . 

命题 3.3.5 没入 和 ;分 别 是 Cr? 和 C" 中 的 有 和 界 域 ,2 二 人 
XxX 和 ,车 用 攻 1, 必 sy 民 分 别 记 生 ,f4, 虽 的 核 沙 数 , 那 么 K 一 KK,K，. 


三 记 x 一 (zy oo 2 ore nym)y 
,z 一 (xz ，z*)， 我 们 要 证 明 
Klz,) = te ,Ft' Ko(z" ,Er" ). (3) 
当 z'， 上 ED, 2 , "Ef 时， 命 
Blo) = Re sb Kele" ,Er ), (4) 
由 核 函 数 的 再 生性 ， 


让 (fs =|ec 省 ?天 (Cfo) dn tm (EY 
| 
=|K, Ce " EK ,Cer" a DE C2) een rm) Ce} 
站 


=|K (2 FE' dmon lg! | (er ER EE, TI dm )， 


出 b 


再 利用 核 函 数 的 再 生性 得 z 
| Cr R(t ,zd (Ce ) 


2 


= [Kt 2 Kg 人 2 
人 


=Ki{z’' ,Ft ,£), 
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ke, 区 =| 天， 【有 了 YK (Ce a sda Ce ) 


4 


= | Ke ,ze 本 (ec } 
=K(E' ,0" ,1) 
=K(, 0). 

从 4) 即 得 (3). 口 

正面 的 定理 给 出 了 两 个 双全 纯 等 价 域 的 核 函 数 之 间 的 关系 . 

定理 3.3.6 设 有 和 入 为 C" 中 的 有 和 界 域 ， 双 全 纯 上 映射 ww 一 
f(z) 把 吕 一 一 地 上 映 为 上, 全 和 和 0 的 核 活 数 分 别 记 为 天 (zw, 让 各 
天 :fr 那么 

K(z,E)=K (wn detf’' (zydetf’ (£), 

这 里 志 二 (zx) ,7 一 六 (5). 

证 在 $2.1 中 ,我 们 曾 记 (J)(z) 一 det 关 {zz), 称 它 为 了 在 x 
点 处 的 复 Jacobian; 称 C7n 店 (zz) 为 了 在 z 点 处 的 实 Jacobian; 二 者 
的 关系 是 

Cr Oe) = | (A) | 
现在 我 们 证 明 ， 如 果 {gz)} 是 《 情 门 它 ) (2) 上 的 完备 规范 正 
交 系 ， 那 么 - 
{GC OY OT) Cw)} {5) 

是 《人 门 HYCOQ;) 上 的 完备 规范 正 交 系 ， 囊 实 上 ， 对 站 上 的 积分 
作 变 量 民 换 x 一 广 'trw}， 就 得 到 

Su= np) am te) 


= [gf Cw BF wD) | TD) Cw) | dm Cw) 


=| (G0) (FY C0)) 
| 


* {mF Cd CT tre} pdan (ro. 
这 说 骨 (5) 有 CEN 个 HY 有) 上 的 规范 正 交 系 ， 为 了 说 明 (5) 也 
是 完备 的 ， 我 们 只 要 证 明 ， 如 果 对 任意 8E (LN 人 NH) (9) 有 


[et gr (oD DT 一， 


a 


k=1l, 2, + (6) 
那么 g 二 0 对 (6) 作 变 量 代 换 w 一 了 (zx)， 注意 到 
TA Ce dm 2) = CIF Cw YAdmer (ty, 
(6) 可 写成 


[gC cpg) CF) 2)dma ls) =0. C7 


四 


由 于 {只 } 晨 CE 人 门 右 ) C0) 上 的 完备 正 交 系 , 从 (7) 可 得 
BOF TD 2) OE— D0, 

因为 了 是 双全 纯 的 , 由 定理 2.2.3, (Cz) 在 人 上 处 处 不 为 0, 因 

而 g(tw) 一 0， 既然 (6) 是 (CEM HB) (D0,) 上 的 完备 规范 正 交 系 ， 

所 以 和 0 的 核 函 数 


Kw = DO RF wT) (rw) 
下 = 
* AUDI I VD 
= TID Do A 0)) 
下 们 


"HC DN) 
= ITF OK,E). 
这 就 是 要 证 明 的 ， 口 
现在 来 计算 一 个 具体 球 的 核 函数 . 
例 3.3.7 计算 Cr" 中 单位 球 B, 的 核 函 数 ， 
解 ”由 定理 1.4.6， 
a 了 和 


(eam a) = | rh, C2) 
. a 
G 于 [ah 
因此 | | 二 js] ?| 是 (EC 站 已) (B,) 的 完备 规范 正 交 系 ,所 
以 B, 的 核 函 数 是 


5 ntial)l, 
Klz, Oo re 2 


lS) ti! 5 kape 


MT ko 下 | It &!| 


一 二 之 / (P 十 下 (十 1) Cz， 上 ): 
nn 1 


”一 
命 aa 一 1， 就 得 到 单位 贺 盘 的 核 函 数 为 


1. .1 
T (1— ey" 
这 时 之 t 都 是 模 小 于 1 的 复数 . 
因为 单位 多 图 柱 是 由 个 单位 图 苍 槐 成 的 弛 积 域 ， 由 命题 
3. 3. 5， 即 得 多 立柱 U* 的 核 函数 为 
1 工 1 
到 《1 一 之 ) bE) 
当然 ,直接 从 完备 的 规范 正 交 系 出 发 来 计算 三 的 核 函 数 也 不 
困难 . 
3. 3.2 核 芒 数 与 域 的 自 同 构 
核 画 数 与 域 的 目 同 梅 有 着 密切 的 关系 ， 
定理 3.3.8 设 虽 是 CC 中 的 有 和 界 域 ， 
(i 总 果 YEAut(2)7， 那 么 对 任意 xE€ 避 有 


， so Kl(z,2) 
ldety’ 《一 次 CC PYY 8) 
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Gi) 如 果 届 是 包含 原点 的 可 递 域 , 也 二 gs (z) 是 把 a€ 旭 映 为 
原点 的 全 纯 自 同 构 ， 那 么 
. Klaa)=ec det ta) | {9 
特别 ,如 果品 是 圆 型 域 , 那 么 ec 一 (7 7) 1!. 
证 (i 利用 定理 3.3.6 可 得 
Klzrz)—K(g le) pz)) |dety’ (zy 全 
这 就 是 (8). 
(让 在 (中 取 9 一 多，z 一 2， 即 得 
Ktasa)—~kK(tO0, 0)ldetg (a) |’ 
—c|detn' Ca) | 


这 就 是 (9). 如 果品 是 圆 型 域 ,由 定理 3. 2. 2, 可 取 忽 一 (CD2))- 冯 ， 
于 是 
K(0,0)= D>,%(0)g(0) 


一 | 出 | 一 (7 CD) 日 

定理 3. 3.8 的 两 部 分 有 着 不 同 的 作用 . 如 果 知 道 域 的 核 隐 数 ， 
那么 通过 (8), 可 以 算出 自 同 构 的 Jacobian. 讽 如 , 我们 已 经 算出 
球 B. 的 核 孙 数 为 
nl 1 
m1— (est) t+ 
今 设 EAuttB,) 且 用 (a}==0. 由 (8) 即 得 

Hdetp 1 =| 1 

把 命题 2. 3. 11 的 等 式 代 入 上 式 ， 我 们 再 一 次 得 到 定理 2. 3. 12 的 
等 式 


下 《2z， .= 


n 二 1 


_ 2 1 nt 
Idety' Ca) 1:=| la| 


1—az’ | 
定理 3. 3.8 的 第 二 部 分 起 着 相反 的 作用 , 我 们 知道 ,由 于 (产后 歼 ) 
(CB) 各 (CE 人们 召 ) C0") 中 的 完备 规范 正 交 系 容易 算出 ， 所 以 B, 和 
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. - U" 上 的 核 函 数 可 以 通过 正 交 系 直 接 算得 . 对 其 它 一 些 域 , 这 个 办 


法 往往 行 不 通 . 定理 3.3.8(ii》 告 诉 我 位 ， 如 果 能 先 算出 
ldetg .Cz)|: 的 值 ,由 此 即 得 下 (z,z). 虽然 它 还 不 是 天 (zx,8), 但 由 
它 唯一 确定 了 玉 (z,?) (下 面 的 命题 3. 3. 9 将 证 明 这 一 事实 ), 因此 
等 式 (9) 给 出 了 不 通过 正 交 系 , 面 是 由 域 的 自 同 构 来 计算 核 函 数 的 
办 法 ，$ 3.4 中 将 用 这 个 方法 给 出 四 类 典型 域 的 核 函数 . 

命题 3.3.9 设 虽 是 C" 中 的 有 界 域 , 2 的 核 画 数 天 (zy 罗 由 
玉 (ze) 所 唯一 确定 ， 

实际 上 ， 它 是 一 般 命 题 3. 3. 10 的 特殊 情形 . 

命题 3. 3. 10 设 A(z,5) 是 C” 原 点 附近 的 全 纯 立 数 . 如 果 
zz 一 0 在 原点 附近 成 立 ， 那 么 在 原点 附近 有 

{zt}=0. 
证 命 zz 一 六 (z 十 幻 ，9 一 玄 (z 一 纺 ， 则 
zt = wt wt g(t), 
8 《mm， 3) 也 是 C” 原 点 附近 的 全 纯 疯 数 ， 它 在 原点 附近 的 Taylor 
展开 式 为 
gC) 一 DY arty ， 
全; 


这 里 a 二 (al,."…，am》 是 22 维 的 多 重 指标 ，es 一 〈8，9)，8 一 
(B= (0) 都 蚌 半 维 多 重 指标 ， 如果 记 > 一 
zitiys j=] yyy) 于 
么 z 二 7 十 iy， 而 当 二 zz 时, Ww 二 x 7 二 因而 从 f(z,z) 一 0 得 
#1y) 二 人 ; 旭 
ECT, Yy) = ay 0. 

这 是 gg 在 R” 原 点 附近 的 Taylor 展开 式 ， 由 此 即 得 a。 二 0， 即 
gw, P=0, 所 以 f(z,5) 二 0. 品 

还 以 单位 球 B. 为 例 ， 和 由 定理 2. 3. 12 得 
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' 2 ”m1 
detm’ (2) 1:=| -te 


上 一 《zy 
因而 
: 2 L 
|det@' Ca) | Tal 
所 以 
ni! 
ES EB,. 
再 由 命题 3.3.9 即 得 
1 
Kl) 全 Cr 
§ 3.4 ”上 典型 域 的 核 陪 数 
3.4.1 四 类 典型 域 


这 一 节 我 们 将 利用 上 一 节 的 定理 3. 3.8 Gi) 来 计算 四 类 典型 
域 的 核 函 数 . 先 纵 出 对 称 域 的 定义 ， 

定义 3.41 设 介 是 C0" 中 的 域 ,，a EN 如果 存在 9E 
Aut CN) ,使 得 ? (a) 一 好 而 对 其 它 zz 天 Q， 人 【之 》 A 而 县 好 一 上 
《 恒 等 变 换 )， 出 称 所 对 于 as 点 是 对 称 的 ,如果 朋 对 于 它 的 每 一 点 
都 是 对 称 的 ， 则 称 人 是 对 称 域 . 

情 如 ， 单 位 球 五 , 是 对 称 域 、 因 为 对 于 任意 4 关 0,， aE€ B,， 命 
5 一 了 于 Fr' 容易 直接 验证 , % 便 是 Aut (5.) 中 使 为 其 唯一 不 
动 点 且 满 足 锅 一 了 工 的 全 纯 目 辣 构 ; 如 果 ea 一 0， 那 么 变换 ww 一 x， 

一 1 


U= . ， 就 是 仅 使 原点 为 不 动 点 的 对 合 变换 


= 


所 以 B. 对 其 每 点 都 是 对 称 的 . 

E，Cartan 在 1935 年 证 明了 , 除 n 二 16 和 "二 27? 维 的 复 空 间 
外 ,任何 一 个 有 界 对 称 域 必 和 下 曾 四 类 域 之 : -或 四 类 域 中 奉 干 个 
域 的 拓扑 积 爹 纯 等 价 . 华 罗 虎 教授 用 窍 阵 的 形式 把 它们 表示 如 下 ; 

Rj (mn) 二 1Z.Z 是 mxn 浊 算 阵 ,1, 一 22' 计 01}， 
这 里 1 基 mr 阶 单位 方 阵 . 当 训 二 1 时, RR, 就 是 单位 球 . R, (m1n) 
称 为 第 一 类 典型 域 或 矩阵 观 曲 空间 . 

Ri (2) 二 {2Z:Z 是 = 阶 对 称 方 阵 2 一 2Z ,1, 一 ZZ 这 0})， 
Ritn) 称 为 第 二 类 典型 域 或 对 称 方 阵 双 曲 空 间 . 

RL(n) 一 12， 2Z 是 ## 阶 冬 对 称 方 阵 2== 一 2Z' J 十 ZZ 站 01， 
Ra) 称 为 第 三 类 典型 域 或 斜 对 称 方 阵 双 曲 空间 ， 

Rn (一 {es: 一 (2 | 有 1 一 2 | 
二 1}，Rw (nn) 称 为 第 四 类 典型 域 或 Lie 球 观 曲 空 间 . 

由 于 这 四 类 典型 域 都 是 有 界 可 递 的 阁 型 域 ， 所 以 外 定理 
3. 3.8， 它 们 的 核 晒 数 为 

Kizs2)—KO,0)Idety (xy 全 

其 中 天 (0,0) 一 72)) 因此 , 计算 这 四 类 典型 域 的 关键 , 是 要 
算出 它们 的 把 x 变 为 原点 的 全 纯 白 同 梅 的 Jacobian. 在 这 一 节 中 ， 
我 们 糙 给 出 计算 只 :的 核 函 雪 的 详细 过 程 ， 其 它 三 业 域 的 核 范 数 
的 算法 是 类 似 的 ,不 再 一 一 细 述 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 [Hua] 或 
ELu 1], 

3.4.2 Rilm，n) 的 全 弛 自 同 移 

我 们 分 下 面 儿 步 来 计算 怀 : 的 核 了 数 ， 

先 写 出 Aut (R;》 中 把 茶点 2 变 为 口 的 变换 ， 

定理 3.4.2 设 册 是 六 和 阴 方 阵 , BB 是 mxwn 第 阵 , CC 是 nxXm 
十 阵 ,DD 是 阶 方 阵 ， 它 们 满足， | 

AA' —BB’ =1,, AC' =BD’, CC —DD' =—1,, 1) 
那么 
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RE Tn 


丁丁 


三 一 (AZ+B) (CZ+4+D)-! C2) 
把 R， -一 地 变 为 自己 . 
为 此 先 证 明 
引 理 3.4.3 设 ZER.. 
(i) 车 阶 方 阵 品 和 nxm 窍 阵 忆 满足 CC' 一 DD' = 一 了 , 那 
么 CZ 十 DD 可 诞 ; 
Qi) 车 吉 阶 方 阵 和 4 和 mrxn 算 阵 BB 满 足 AA' 一 BB' 一 了 ， 
那么 ZB 十 4 可 道 ， 
证 GG) 从 DD ==CC' 二 J, 知道 DD' 正定 因而 了 D 可 道 . 
命 玉 一 站 IC， 中 
L—KEK' =I,—D CC (太一 
一 无 一 五- 【一 天 十 万 万 》 (D7 
~D-! (万 ->0， 


一 


由 此 得 
1,— KZ (KZ) 1,— KZ22' 页， 
=1,— KK'+K(I—27' })K' >0. 
今 若 CZ 二 +D=DKZ 二 D=D (KZ 十 I) 不 可 道 ， 即 玉 Z + 了 不 可 
道 ， 则 存在 非 零 向 量 &， 使 得 (KZ 十 了 一 0， 即 t= 一 SK2. 于 是 
E21 二 EKZ (KZ)' ,或 者 & (1 一 KZ (RZ)') & =0, 这 与 J 
一 天 2 (天 ZJ 20 矛盾， 因而 CZ 十 DD 可 浇 ， 

(i) 从 AA = 二 BB' 十 1， 知道 4 可 道 . 车 ZB' 十 4' 不 可 着， 
由 于 ZB 十 及 ' 一 (ZB (A) 二》 A', 则 ZN' 十 1 不 可 道 ， 
这 里 N 二 A "1B. 古 而 存在 非 零 向 量 7， 使 得 7 (ZN' 十 1%) 二 0， 
即 9ZN' 一 一 ?， 因而 区 ”一 79ZN' NZ' 7 ， 即 1, 一 ZN' NZ' 非 
正定 .但 容易 看 出 
一 一下 一 再 (有 A B=1,—B' (BB).B 

~ (IL,+B'B)->0. 
。 了 155。 


最 后 一 个 等 式 可 直接 验证 而 得 .于 是 
了 一 ZE = —22' 十 ZL —2ZN!' NZ 
、 一 太一 ZI 十 2 一 下 NY)Z2' >0. 
这 与 五 一 ZN NZ' 非 正定 相 广 盾 . 口 
引 理 3.4.4 设 4, 号 ，C,， DD 如 定理 3.4.2 所 示 ， 则 它们 满 
足 的 关系 式 (1) 和 下 列 等 式 等 价 : 


A'A—C'C=1,,A'B=C'D,B'B— DBD'D=—1,. (3) 
A B 
证 命 T= 2 中 通过 直接 验证 ，(1) 等 价 十 
r| 0 ls 0Q | 
Fa T” = ， 
0 一 了 0 一 了 


由 此 可 见 工 可 逆 . 上 式 两 端 先 取 共 罗 ， 然 后 再 取 其 逆 得 


了 0 1, 0 
"| 
0 一 了 


四 0 昌 0 | 
一 三! 了 
0 —L, 0 一 了 


直接 计算 即 知 它 与 (3} 等 价 ， 口 
定理 3. 4.2 的 证 明 先 证 明 2》 可 改写 为 


即 


W=(2B' +A') I(ZD' +C'). (4) 
这 只 要 证 明 
(ZB' +A') ZLD' +C)= AZ+B) (CZ+D) 
邑 
(ZB' 十 下 YAZ+B)= (2D!' +C' ) (CZ+D), 
或 者 


ZB' 4 一 万 CE A—C’'CYIZ 
十 式 ( 下 五 一 五 万) 十 (4 BC' DS=O., (5) 
由 (3) 即 知 (5) 成 立 ， 现 在 从 (4) 得 
" jop* ， 


I —WW'=I,— (2B' 十 由》 (2ZD' +C') 
" (DZ' 十 CICBZ + A , 
~—{2B'+A’) {ZB' + A)(BZ' + A 
—(ZD’ +C' DZ 十 CD CBE +A)! 
—(2B' +A’) 'IZ(B' B—D' DZ 
+ (A'B—C'D)Z +2Z2(B' A—D'C) 
+ A AC CHEZB' + A DY) 
=(ZB' +A’') (I — 22') (2B' +A' YY). 
由 此 可 见 ， 从 了 一 22' 放 0， 可 得 J 一 WW 之 0， 反之 亦 然 ， 口 
定理 3.4.5 Aut CR!》 中 把 Zz, 变 为 串 的 变换 是 


WS=A(Z— ZOU~2 oF) DD ', (6 
其 中 4 与 五 适合 
A' A= — ZZ 0) 1 DD=(— 2' 260) 1. 《7》 
证 由 定理 3. 4.2， 变 换 
Wo—(CAZ+ BCFTD)Y ! 8) 


是 以 . 的 一 个 全 纯 自 同 构 , 为 了 使 它 把 Z 变 为 口 , 我 们 要 求 (AZ， 
十 B) (CZ 十 DD) 二 OQ， 为 此 只 要 B= 一 AZ,， 这 时 (1) 变 为 

ACI—Z20A' —T C0 ——2D’ 万 (一 ZE 1. (9) 
从 09) 好 得 (7) ,把 (9) 代 入 (8) 便 得 (6). 口 

3.4.3 此, (ms 的 全 纯 自 同 构 的 行列 式 

把 Aut(Ri 中 把 Zu 变 为 0 的 变换 记 为 WW=8,(2), 下 一 步 
就 可 着 于 计算 derP : (2Z), 现在 的 困难 是 这 里 的 Z 和 W 都 是 Xn 
第 阵 ， 处 理 这 一 类 问题 需要 新 的 技巧 . 

设 苔 一 天 (xz 是 把 C 中 的 域 介 映 入 C' 的 全 纯 映 射 , 它 的 分 量 
为 二 (zis 2 71j 二 1]，…'， Rn 易 知 
dat tide,, 7 二 1], 天 


若 记 三 T 一 (re 了 se) + 一 CA y ee, ) ' ; 则 有 


dw = 


» af" 


drw=F' (x)de. 
因此 奇 能 把 微分 向 晤 ge qz 写成 dw 二 Aqz 这 种 形式 ,那么 4 就 
是 变换 的 Jacobi 方 阵 . 下 面 我 们 将 要 遇 到 的 是 dW =Pad2Q 这 种 
形式 的 关系 ， 其 中 dWW，dZ 是 mxn 害 阵 , PP 是 mm 阶 方 阵 , 外 是 
A 阶 方 阵 ， 要 把 这 种 关系 写成 癌 量 形 式 的 关系 dw 二 Adz， 需 要 引 
设 4 一 (au)，B 二 (6) 分 别 为 m,n 阶 方 阵 , 定义 4,，B 的 


直 积 为 
anB i TmB 


AXB= 
amB -av 有 
Qt 转 虽 加 Pr [站 dnb 顺 竺 四 mb 1s 
nb be dnb md 
| 时 
ud 11 半 浊 | md 机 和 am 可 ii " Cmdr 


Cs 
它 是 mm 阶 方 阵 , 它 的 每 -- 行 .每 一 列 者 用 两 个 指标 来 表示 , 因此 
它 的 第 Ua) 行 、 第 (8B) 列 的 元 素 为 
Citayikpy 一 A pa 
直 积 有 下 列 基本 性 质 : 
{1} det tAXHY = 一 detd det (I, XB) =detB". 
《iiy 设 4, 已 为 本 阶 方 阵 ， 吕 ， 石 为 半 阶 方 阵 ， 那 么 
(AXB) (CxD)Y =ACXBD. 
(ii》 设 4、 上 38 分 别 是 mw、n 阶 方 阵 ， 那 么 
det (AXB) =detA"detB". (10) 
证 ”(i) 直接 从 定义 可 得 这 两 等 式 . 
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《iD 用 piaam; gomap 分 别 记 AXB 和 CXxD 的 元 素 ， 那么 
(AxB) (CXD) 的 第 (a) 行 、 第 (kB) 列 的 元 素 为 


» ; SY peangimes — > > yanbercade 
i—1 Y=1 
=! > ancn) | > sbadra) , 


这 就 是 4ACX BD 的 第 (ja) 行 、 第 CR8) 列 的 元 素 . 
Qi》 从 Gi) 可 得 CAXI) CXB) 一 A4XB,， 再 由 (i) 有 即 
得 (193， 口 
引 理 3.4.6 设 mxn 建 阵 了 基 ，Y 满足 下 列 关 系 
Y=AXB, {11) 
其 中 4，B 分 别 为 mx 和 阶 方 隆 ， 如 果 把 耻 ，Y 的 元 素 排 成 行 问 
蜡 
T= A ee Ti sy Tm ss mr) 
y= Cy es Ya Yo ym) 
那么 (11) 可 写成 y' 二 (A' XB)'x'. 
证 从 (11) 可 得 


Me > Slaxigbs,— 3 DwCanbe), 32) 


业 一 上身 一 1 =] 
这 里 《aspe) 正 是 AXB 的 第 (8) 行 (ja) 列 的 元 素 ， 因 而 
(12) 可 用 矩阵 形式 写成 y=x(4' XB)， 写 成 列 向 量 就 得 y 一 
tA' XB)Y zx'. DD 
现在 来 计算 detgz。”(2Z。)， 对 变换 
W=A (Z—2,) (UT—2Z.2) ID 
进行 微分 ,注意 到 和 矩阵 微分 的 两 个 基本 等 式 
d(PQ) =aP * Q+PdQ, dP =~P dPP!, 

即 得 
dW=A{dZ(I— ZZ,2)7! 

— (Z—Zo) (I—Zo 2) a (CT 一 ZE (1—2,2) 1')} Dl. 
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在 上 式 中 命 一 Zo， 并 注意 到 (I 一 2Z62,) 一: 一 万 五 , 即 得 
di 一 4dZ 万 ' . (13) 
现在 把 dW ，d2 的 元 素 排 成 下 列 两 个 询 向 量 ， 
dio= drwy ey dis os dens es dvr) 
他 一 【Ge 
根据 引 理 3. 4.6，(13)》 便 可 写成 
Co 一 【4 XD ')'dz. 
这 就 是 说 
pe, (ZJ 一 (4 XD) ， 
由 直 积 的 性 质 (tii)， 
detgz (Zo)—det(A' XD') =detA"detD”, 
注意 到 (7}， 即 得 
|detgz (2Z0) 1* =~dettAA ')"det (DD ')” 
=det(7 — 2Z026) "+t". 
因而 由 定理 3. 3. 8 得 
K,(Z,2)= 


再 从 命题 3. 3, 9 即 得 
定理 3.4.7 玉 , 的 核 蓝 数 是 


1 1 | 
VOR, ydet CT— ZI" Yet 


用 类 似 的 方法 ， 可 以 算得 尺 , ，R，，R， 的 核 酒 数 分 别 为 


1 1 
he WTTR) dett ZW 


1 1 
7 有) detfT 十 Ze 


1 l 
VCRI YdettT— ZA2" )™i*" 


Ki (ZW }= 


Ks (ZW)= 
1 1 
Puls TR) OTe [ory 
四 类 上 典型 域 的 体积 已 由 华 罗 虎 教授 [Hua] 算出 ， 它 们 分 别 是 
* THO" 


GR)! 2 1 Gn) 2 11 
V (R,)= Crna 2 1 Ts 


nem! 1) 
XX 2 4 (C212)1 
VIRDTTH GT Fay we Con—1y1’ 
lo ty 2 
WORD (nl nt oe (Con) 
mr 
V (Ry) FT 


3 3.5 Bergman 度 量 


3.5.1 Bergman 度量 方 阵 

Bergman 核 沙 数 的 重要 作 几 之 一 ， 是 可 以 通过 它 在 有 界 域 上 
引进 Bergmar 度量 ， 它 相当 于 单位 圆 盘 上 的 Poincaré 度量 . 

设 旭 是 C" 中 的 有 界 域 ， 天 (z,5) 是 各 的 核 澳 数 ， 记 
OE, j, hl, 
称 工 二 (Tx)1cj4ses 为 们 的 度量 方 阵 ,容易 看 出 了 是 一 个 Hermite 
方 阵 : 了 一 了. 

定理 3. 5.1 有 和 界 域 人 2 的 度量 方 阵 了 (zx,z) 在 介 中 每 点 都 是 
正定 的 . 

证 ”对 于 任意 #EC"，w 关 0， 我 们 要 证 明 


"dogrK(z ,2) 
EE 


Ti + 牢 二 


ui ts ‘= + 人 抱 ， 


JJ 是 一 1 


因为 尺 (z,2) 二 》 和 (z) 丰 5 所 以 


业 到 用 


jazogK 1 3K 1 并 


=- 志 人 位 aelzS， | > 型 sj| Da] | 


tm 


记 a 二 > 她 w, 则 上 式 可 写 为 


K: Yo logK et = Da) > el | Yaml>0 £1) 


i 中 =1 


这 里 已 经 用 了 Schwarz 不 等 式 ， 如果 有 某 点 z 使 等 号 成 立 ， 则 有 
a 一 A， 即 


SE 一 . 
全， i 二 0U， 1]， (2) 
由 $ 3. 1 最 后 的 说 明知 道 ，@ 在 原点 附近 有 展开 式 ; 
和 0 {z) 二 a 二 a el 二 "二 二 = 天 9， 
加 (zz) 一 az 二 十 a 十:， 人 人 5 天 站， 
和 (z) 一 Ar ze at 天 日. 


所 以 当 /21 时 ，g(0j 一 0， 弹 人 0 一 oj， 在 《2) 中 命 = 一 0， 得 线 
性 方程 组 
Da ~—0, f=—1, -…, n. 
它 的 系数 行列 式 为 as0*era 隆 0， 因 而 w= 二 G0， 这 说 明 (1) 中 等 号 
不 能 成 立 ， 因 而 (xz,z)>0， 口 
定理 3.5.2 设 人 和 0 为 C" 中 的 有 界 域 ,双全 纯 映射 吕 一 


f(z) 把 虽 一 一 地 映 为 人， 训 和 太 的 度 医 方 阵 分 别 为 T(z，z) 
和 和 工 ， {Tey ta}, 那么 


dz) 


| TI, (oo 了 |， 


证 设 介 和 和 12, 的 核 范 数 分 别 为 下 (2, T) 和 下， (ro C1) 则 
" I62" 


T(z,2)=| 2 £3) 


由 定 寿 3. 3.6， 得 


Klz,2)—= KR (rw ) det YE det 2, 


取 对 数 得 
logKk (zs,2)—logKi (wt) logdet 一 一 一 


注意 到 右 端 第 二 项 是 z 的 全 纯 函 数 ， = 项 是 z 的 全 纯 晴 数 , 因 而 


a logk (z,2) _ Y， ?log 兵 (ro tw) Rv, Ro, 
dz ,dr pF 一 1 dv, Res EP Ee 


这 就 是 37， 口 
3.5.2 Bereman 度量 
根据 定理 3. 5.1， 我 们 给 出 下 面 的 
定义 3.5.3 设 避 是 C" 中 的 有 界 域 ,下 (z,z) 是 它 的 核 酒 数 ， 


de) 


+iog | eC%) 
dz 


称 
a > OB Es go,da =deT(z, 2)de! 
为 域 中 的 Bergman 诬 量 . 


两 个 全 纯 等 价 域 上 的 Bergrman 度量 有 下 面 的 关系 . 
定理 3.5.4 设 自 和 名 为 Cr" 中 的 有 界 域 ,双全 纯 映 射 w== 
了 tz) 把 刘 一 一 地 映 为 间 ,, 和 则 ,的 度量 方 阵 分 别 为 T(z,z) 和 
Ti tw)， 那 么 
dz Tlz, z) dx’ =dwTi(w, wdw’. 
证 由 定理 3. 5.2， 


idf(zyy df (z) 
T{z, 2) 一 | A Ttww) | 2 。 
注意 到 
dw = dz | 往 2} ， du’ — da ， 
所 以 
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A de 2 arc 
dwT wt dw =dz| 2 了 


| Ti(wsw) dz' 


一 dz T'(z, z) dz', 

由 此 苹 刻 可 得 

推论 3. 5.5 有 界 域 召 上 的 Bergman 度量 在 如 的 全 纯 自 同 
构 下 不 变 . 

通过 Bergman 度量 可 以 定义 曲线 在 Bergman 度量 下 的 长 度 ， 
雇 及 旭 中 两 点 在 Bergman 度量 下 的 距离 . 

定义 3.5.6 设 人 是 C' 中 的 有 界 域 ， T(z,z) 是 它 的 度量 方 
阵 , 7: [0, 1] 一 人 是 器 中 的 CC 曲线 , 定义 了 的 Bergman 长 度 为 


! — 1 
|¥ jg; 一 | CYT OYE YYY TY O00) Yds 


1 


= {5 aK YY 0 re) a 
_ 
ol 


EF 
定义 3.5.7 设 z,w 是 旭 中 两 点 , 中 连接 z,w 的 C' 曲线 
的 全 体 记 为 @， 即 
Q 二 {7:; [0，1] 一 从 是 CC! 曲线 ; 7(0)=z，7(1) 二 wl}. 
z， Ww 的 Bergman 轿 离 5c (zyw) 定 必 为 
Sam ze) =infi Yang :EQ). 
从 定理 3. 5.4 立刻 得 到 下 面 的 
定理 3.5.8 设 人 和 由 是 C 中 两 个 有 界 域 , ww 二 f(z) 把 0 
一 一 地 上 映 为 1 ， 
GQ) 设 y: [0，1t 一 是 介 中 的 CC! 曲线 ， 那 么 
[ao 一 [Fo 
kiiy 设 ， 色 是 只 中 任意 两 点 ， 屠 人 委 
Bp (zs) — sn Cf Cz) ,fw)). 
推论 3.5.9 设 呈 是 Cr 中 的 有 办 域 ，f EAutt). 
Ci 对 于 总 中 任意 C 曲线 7，|71sm 二 1067) | gem 
*，T64， 


Qi) 设 z， 人 是 和 中 任意 两 点 ， 那 么 
pe) (ze ) =Fpen Cf lz) sf re) 2 


已 知 单位 球 B, 的 核 函数 下 (z， xz) 二 于 (1 一 |z| 5-o4D， 容易 


直接 算出 B, 的 Bergman 度量 为 
An 二 1 

人 (一空 | 2 

当 二 1 时 ， 即 单位 圆 盘 的 Bergman 度量 为 

21azl 
《一 | 

它 就 是 通常 的 Poincaré 度量 . 


上 注 记 ] 


本 音 的 天 部 分 内 容 是 属于 S，Bergman [Bej 的 .华罗庚 教 授 [Hua] 用 
两 种 方法 计算 出 四 类 上 典型 域 的 Bergman 核 畏 数 : 一 种 是 通过 和 群 琢 订 论 的 方 
法 , 直接 算出 四 类 典型 研 上 完备 的 规范 正 交 系 , 从 而 得 到 核 画 教 ， 另 一 种 是 
适 过 四 类 上 典型 域 的 全 纯 自 同 构 来 计算 它们 的 核 函 数 。 我 们 采用 了 第 二 种 方 
法 , 由 于 只 有 极 少 数 的 几 类 域 的 Bergman 核 函 数 能 精确 地 计算 出 来 , 因此 对 
于 Bergman 核 函数 的 渐 近 性 质 的 了 解 显得 特别 重要 .这 方 而 的 一 项 重要 工 
作 已 由 C，Fefferman 完 成 . 关于 这 方面 的 材料 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 [Fe]. 

本 章 的 内 容 可 参阅 [Hua], [Lu 1，2，3] 和 [Krj. 


和 并 一 {C1—|z| as|:T+ | (ede |*}. 


os: 
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第 四 草 Cauchy 积分 公式 


$ 4.1 球 的 Cauchy 积分 公式 


4. 上 . 1 球 的 Cauchy 积分 公式 
设 局 是 平面 上 的 有 界 域 , 它 的 边界 由 逐 段 站 滑 的 jordan 曲线 


fy = Lf A gr 


2 o£ 
这 就 是 单 复 变数 函数 的 Cauchy 积分 公式 ， 它 的 重要 性 是 众 所 周 
知 的 ， 
在 $1.2 中, 我 们 已 经 证 明了 多 图 柱 的 Cauchy 积分 公式 , 在 
这 一 节 我 们 要 给 出 球 的 Cauchy 积分 公式 ， 
对 单位 圆 盘 的 Cauchy 积分 公式 作 变 换 上 一 ee， 风 有 


名 殖 
_1 (5) 
人 2 一 入 | Te 0 


这 里 了 zg 称 为 单位 圆 盘 的 Cauchy 核 . 
定义 C"xC" 上 的 函数 
， 加 
Ch) TT ey 
为 C" 中 单位 球 如 的 Cauchy 核 . 
设 FEELICc)， 从 Cez 5 可 以 产生 一 个 新 函数 


CTF) = Jet fea) ,s eB, 
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称 CC 门 为 了 的 Cauchy 积分 . 
称 ACB)== 吾 (BB) 站 C0B8) 为 球 代数 ， 
定理 4. 1. 1 CCauchy 积分 公式 ) 设 fE .AB), 则 对 xEB 有 


{A yo 
证 分 两 步 来 做 . 


《一 设 之 后 号 ， 假定 & 一 【2 0), 其 中 2 = (zl, ii | 2 a 
定 人 六 gt) 一 Cz ww), wEB. 由 于 gz 一 0， 所 以 


， 1 
CD) Ty 


1 

(1 — te re } 

Ww 一 (ton 
它 恰 好 是 如 一 中 单位 球 B8,-_1 的 Bergman 核 国 数 天 (zw )《 和 例 
3. 3.7 比较 差 一 常数 因子 ) . 由 定理 3. 3. 2 得 


fz) = f(z',0) 上 Ke bf ,Odv, Ck’) 
加 


#1 


| g(t ,0 dy CE). (1) 
B.-] 


因 为 区 下 人 中 不 出 现 ze 所 以 Eo Cree) 是 的 全 纯 精 
数 ， 故 当 # 一 (5) 和 过招 ,时 ， 根 据 中 值 会 式 有 


g(t' ,0) 一 去 | ,ert ycd8. 
把 它 代 入 (1) 并 利用 定理 1. 4. 4 (i)}， 即 得 


f(z) = | dp ) 去 | g(t ert Id8 
号 一 开 


Fett) 


, (1 一 《全 
《一 》 设 = 一 (2]+ is 


zs】 全 BB，z, 了 0， 适当 选 到 西方 阵 避 ， 
,167* 


使 得 7 1 — (Fé ,0) = 这 里 二 = CE, ， 过， 1 。 于 是 


|ce fado) 一 | ,7 da). (2) 
对 右 端 积分 作 变 换 “# 一 也 ， 并 注意 到 o 的 旋转 不 变性 有 
Fidelt} FON do(n) 
1 UY | 业 《1 一 (EL MT) 3 
fr fo daa) 


— [AIA (3) 


综合 (2)、(3》 并 利用 (一 } 的 鱼 果 ， 即 得 
Ice fda — [Ce ,Df do) 
a 下 


= f(D) = fz), 

这 就 是 要 证 明 的 . 0 

值得 一 提 的 是 ， 这 个 并 不 复杂 的 积分 公式 首先 由 华罗庚 教授 
LHuaj] 在 本 址 纪 50 年 伐 中 期 得 到 ， 它 是 更 广泛 的 典型 域 的 
Cauchy 积分 公式 的 一 个 特殊 情形 ，1964 年 又 被 Bungart [Bu] 重 
新 证 明 ， 

4. 1.2 Schwarz 公式 

像 单 复 变 一 样 ， 我 们 也 有 用 上 的 实 部 表示 了 的 Schwarz 公式 . 

定理 4.1.2 设 fEA(B), x 一 Ref， 了 (0) 是 实数 ， 那 么 对 z 
各 召 ， 有 

f(z) = |t2CGe5 ~ uC) de). (4) 


0 


证 不 妨 假定 了 (0) 二 0， 则 由 Cauchy 积分 分 式 |f ‘doc®) 
jaaoct) = {fd + Faoc) = 0 
Er a 3 


这 样 (4》 的 右 端 可 写 为 
:168* 


| ace _ lyadrydacgy 一 [Cet au da) 


= CTAC) COA 2) 
= fz) CLF }. 
我 们 证 明 C[ 了 1](z) = 二 0. 为 此 命 g(w) 一 Ctw,z)f lw), 则 gE€ 


4(B) 日 g(0) =0, 于 是 Jgar 二 0. 因而 
aH 
CT71z) = jcc) Fdo(w) 


一 | Cw Cjdocuo) 
a 


一 [gC dealw) = 0. 


证 明 完毕 . 口 

比较 定理 1. 2. 1 和 定理 1. 1, 我 们 发 更 多 图 柱 的 Cauchy 积 
分 公式 和 球 的 Cauchy 积分 公式 是 不 一 样 的 ， 这 显示 出 单 复 变 和 
多 复 变 的 又 一 本 质 性 的 差别 ,在 单 复 变 中 , 所 有 有 界 域 的 Cauchy 
核 都 是 一 样 的 . 而 在 多 复 变 中 ，Cauchy 核 却 因 域 而 异 - 


$ 4.2 ”特征 边界 上 的 规范 正 交 系 


4.2.1 域 的 特征 边界 
在 讨论 一 般 域 上 的 Cauchy 积分 公式 之 前 ， 先 来 分 析 一 下 单 
位 圆 盔 的 情形 ， 这 时 的 Cauchy 积分 公式 是 


. 了 由 
fz) 一 去 | fe) jg, 


1 一 e “x 
它 的 Cauchy 核 是 趟 pc，5 一 ,因为 |5z|<1, 把 它 展开 成 等 级 
数 得 
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1 上 
二 pz - 去 Ce， 


- 袜 ( 大 ?让 
人 是“ 严 站)C) 申 的 完备 正 交 系 , 当 = 取 贺 周 


容易 看 出 | -< 


上 的 值 C 时 ，| -7 二 侣 | 是 单位 辐 同 上 的 规范 正 交 系 因此， 单位 


贺 盘 的 Cauchy 核 可 以 通过 下 述 途 径 得 到 : 在 lz| 反 1 中 取 - :组 完 
备 止 变 系 {Kz)} 不 一 定 蚌 规范 的 ), 当 z 取 圆周 上 的 值 5 时 ， 
(6)) 是 181 二 1] 上 的 规范 正 区 系 但 不 一 定 是 完备 的 ), 由 它们 
即 可 产生 Cauchy 核 如 下 : 


Clz,b) = DR) RD. 
点 -站 


对 Cauchy 核 的 这 种 看 法 , 有 可 能 把 Cauchy 积分 公式 推广 到 一 般 
的 域 . 

在 多 图 柱 的 Cauchy 积分 公式 中 , 我 们 已 经 看 到 , 积分 并 不 是 
在 多 圆柱 的 整个 边界 上 进行 的 ， 而 是 在 维 数 最 低 的 那 部 分 边界 上 
进行 的 ， 我 们 称 它 为 特征 边界 ,这 种 现象 不 是 多 图 柱 独 有 的 ， 另 
外 一 些 域 世 有 类 似 的 情形 . 这 正 是 多 复 变 和 单 复 变 的 本 质 差异 之 

-~ . 现在 给 出 一 般 域 上 的 特征 边界 的 定义 . 

定 沈 4.2.1 设 吕 是 上 中 的 域 , 如 果 避 的 边界 的 一 部 分 SC 
2 具有 下 列 性 质 ， 每 个 CO) 门 C() 中 的 凿 数 都 在 S 上 取 最 大 
模 ， 并 且 对 SS 上任 一 点 一 定 有 虽 中 的 全 纯 函 数 在 该 点 取 最 大 横 ， 
我 们 就 称 3 为 如 的 特征 边界 . 

我 们 对 单位 多 圆柱 Ur" 的 特征 边界 

HU" = {eo= rg) zl| = 11", |z.| = 1) 

来 验证 上 面 的 性 质 ， 

任 取 FE 五 (C mc ,根据 最 大 模 原理 , 它 的 最 大 模 必 定 
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在 A” 上 取 到 .我 们 证 明 ， 了 的 最 大 模 只 能 在 3U" 上 取 到 . 事实 
十 , 如 果子 在 革 点 8EX"m 一 LU* 上 取 到 最 大 模 , 这 里 不 妨 设 i | 过 
1 | 二 1 | 二 1 这 时 把 xz:，…， zs 看 作 和 参数 ， 则 tz， 
zzs zn 是 以 看 成 是 zi 的 全 纯 图 数 族 . 由 于 它 在 阅 上 连续 , 因 
而 有 鼻 ， 放 是 -一 止 规 族 . 因而 
(21 一 lim 7 (carsz， 2) 
= 

是 z, 在 单位 辐 盘 |x | 过 1 中 的 全 纯 函 数 . 根据 单 复 变数 函数 的 最 
大 模 原 理 , 它 不 可 能 在 $1 处 取 到 最 大 模 . 因而 的 最 大 模 只 能 在 
at 上 取 芭 . 今 任 取 KeEa0", 任 取 FEHCOVYNCG"Y, 设 了 在 
某 点 37E B30" 取 到 最 大 模 ,， 取 gE Aut (5L"), 使 得 p(t) 一 7， 若 
命 8 一 P 则 gs 必 在 5 处 取 最 大 模 . 

4. 2.2 特征 边界 上 的 规范 正 交 系 

设 自 是 CC 中 的 域 ，S 是 它 的 特征 边界 . 根据 对 单 复 变 数 
Cauchy 核 的 分 析 、 我 们 希望 找到 《 瑚 人 五 ) (0) 中 的 完备 正 交 系 
{9 (z)}, 它 在 S$S 上 是 规范 正 交 的 . 由 这 组 函数 系 就 有 可 能 产生 六 
的 Cauchy 核 . 下 而 我 们 将 证 明 , 对 总 附加 一 定 的 和 条件, 这 样 的 函 
数 系 是 存在 的 . 

定理 4.2.2 设 旭 是 C" 中 包含 原点 的 有 界 圆 型 域 , 它 的 特征 
边界 S$ 也 基 圆 型 的 - 那么 存在 函数 系 


人 一 Ol st 一 二 -一 | 
满足 下 列 条 件 ， 
G) 每 个 u(x)U 一 1,，*…, mw) 是 = 的 站 次 齐 次 多 项 式 ; 


(ii {gu} 是 CE 人 介 捐 } 00) 中 的 完备 正 交 系 ; 
Qi) {pwc5)} 是 5 上 的 规范 正 交 系 ， 即 


| 各 斩 而 Beantto = px， 
与 


如 一 上 一 1] 
E 
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we 入 一 日 ,用 天 时， 
机 


这 里 dz 是 $ 上 的 Lebesgue 测度 . 

证 在 证 明和 定理 3.2.2 时 ,我 们 已 经 和 梅 造 出 这 样 的 函数 系 , 它 
们 在 【〈 瑟 门 五 )02) 中 是 完备 规范 正 交 的 , 为 了 使 这 组 函数 系 在 3 
了 上 上 是 规范 正 交 的 ,需要 -… 些 新 的 技巧 . 各 证 明定 理 3. 2.2 时 一 样 ， 


命 
2 = {VE la| = 小 


xz “是 一 个 wm 维 向 量 . 这 里 和 证 明定 理 3. 2. 2 时 不 同 的 是 ， 在 z* 


前 加 了 一 个 系数 /和 这 是 证 明定 理 4. 2. 3 时 需要 的 ， 命 

H,- j=® zdm (2), 
则 五; 是 ms 阶 正定 的 Hermite 方 阵 , 写 五 ,一 4 本， 并 记 PP 《zs) 
=ztt Ar! 由 则 对 是 Hs 维 癌 量 ， 者 写 

ge) = (FR 和 


则 由 定理 3. 2.2 所 证 ，{Rh) 是 ( 王 门 召 ) 《9) 中 一 组 完备 的 规范 
正 交 系 . 现在 记 
gt) 一 CRD sn (OE EE 与 ， 


[gay CE Adu) = G,, 


出 G 是 正定 的 Hermite 方 阵 ,， 故 存在 mm 阶 西 方 阵 U， 使 得 
UG C=, 这 里 A 为 对 角 线 元 素 有 + 8 都 取 正 值 的 对 角 
线 方 阵 . 由 此 即 得 


|eroco5o (GIT Yd) = hh. 
本 


“2 


记 gC = (CP 7)， 并 记 
PH) = WIU, Ar 
= (pu), pn, (2)), 
刚 {pr 《27 下 二 0， 1 一 1， mi 就 是 所 求 的 函数 系 . 事 
实 上 ，(Q) 成 立 是 显然 的 .由 于 


| CeO) 《时 人 self 


站 


一 Deace) FI) dm te)U, 
一 
又 因 不 同 次 数 的 齐 次 包 项 式 在 上 是 正 交 的 ， 所 以 {Wh，(z)} 是 
( 瑟 门 五 )592 上 的 完备 正 交 系 ， 但 不 规范 ， 即 (iiy 成 立 . 由 于 
| PIED' pt dnt) 
§ 


二 A ?| CU GIOIODARO A z 
一 了 ， 
再 利用 5 是 图 型 的 性 质 , 当 上 了 关 j 时 , 的 任 一 分 量 和 由 的 尾 一 
分 量 在 S 上 都 是 正 交 的 ， 因 而 {yw} 在 SS 上 是 规范 正 交 的 ， 即 
ii) 成 并 . 口 ~、 
4. 2.3 ”特征 边界 .上 的 规范 正 交 系 的 重要 性 质 “ 
定理 4. 2.2 构造 的 这 组 正 交 系 有 下 列 重要 社 质 。 
定理 4. 2.3 如果 域 2 和 它 的 特征 边界 8 满足 定理 4. 2.2 的 
条 件 ， 而 且 访 上 任意 两 点 可 以 通过 西 变 换 相互 变换 ， 那 么 等 式 


x ,1 ] 
和 VD 二 亲 
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ES， 0 各 之 1 - - 致 成 立 ， 其 中 V0S)i 记 5 的 体积 . 
证 我 们 先 证 明之 ;| 加 ( 史 下 是 一 个 与 了 无 关 的 常数 .事实 
:= 1 
上 
Dp) =P) (GE)Y 
:ol 
一 绚 生 (DEEP 各 pFY 
= gO gy 
= G0) | go ginancyy) pieey 


[| - 1 上 
-一 Ear | ian) Ctl DC a 1 


= | 77 CD 
任 取 &€5， 则 有 西 变换 0， 使 得 5 一 纪 /. 从 多 项 式 公式 
a 1: n+ 
可 以 算得 
CEE) 
— 了 | sp 
Co 
= 5 ET 


(一 因为 二 一 知 ， 所 以 ES 二 98/ .从 而 
仓 在 ms 阶 酉 方 阵 U 中 ,使 得 5 二 #000 于 是 (1) 的 右 端 可 以 
写成 


EL] {| Gv 1 【7 rr JAD) | 1 EL#]' 
3 
= ELt] {| Pa, dun) | 加 EL ， 


轴 ， 
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这 里 我 们 已 经 利用 了 测度 ear 的 西 不 变性 . 这 就 证 明了 (5417 和 二 无 
关 . 现在 来 计算 这 个 常数 站， ki 夺 端 对 :在 5S 土 积 分 得 


VSR = eg Free(g) 一 Ze 2 Figpty), 
这 里 折 = jf True] = (9 .8 是 如 的 第 i 个 分 量 - 如 
果 记 p= | Fadu(t) 一 ( 记 )， 那 么 PQ= 玉 ,于 是 


VS 一 Dgps = tr(PQ) 
ri 一 】 


一 tr ) 一 [二 |: 
i 此 
条 此 得 
4 。 1 不 十 万 一 1 
i) 一 zi| |. 
因而 
他 六 一 了 
SS i = so | 
1 I 
VOSD) {1 Oo ry 


收 合 的 一 致 性 在 计算 过 程 中 已 经 证 明 . 口 
注意 ， 这 个 定理 的 背景 是 十 分 明显 的 . 因为 在 单位 贺 盘 的 情 


形 ， hh) = It1 二 1， 合 而 


| 一直 > 
k= 27 Ee 
上 i 
~ 271—r 
定理 4.2.4 级 数 


"275 


Salt) WD 


对 “，7ES 及 07 六 To 之 1 一 致 绝对 耻 襄 ， 
证 ”由 Schwarz 不 等 式 得 


Sb) pan | 
1 一 1 


工 ， 4 1 
{OP D> Dl), 


mm ™ 


< 3 im rt CD 
表 用 定理 4. 2.3 即 得 所 要 证 明 的 结论 . 口 
定理 4.2.5 设 吕 是 一 个 加 型 的 星 形 域 ， 记 


DD rz E00Ar 1i, 
那么 级 数 2 之 Hz) (5) 对 zxE 了 CU 及 5ES 一 致 收 竹 ， 


证 因为 fE 呈 Go 站 CI) 的 最 大 模 在 总 的 桂 征 边界 3 上 


到 到 ， 且 当 =E 1, 时 ,二 z€E 0. 于 是 根据 办 的 次 齐 次 性 及 定理 
4. 2. 4 即 得 


| $y) wu (te) | 一 


k= f= 


Nm 
2 
hm 
SDR | 2 之 or 人 6 多 
定理 证 毕 . 口 


1 
一 2 
” 


机 | 


下 


§ 4.3 有 界 星 形 罚 型 域 的 Cauchy 积分 公式 


4. 3. 1 Cauchy 核 与 Cauchy 积分 公式 
设 马 是 包含 原点 的 有 界 星 形 圆 型 域 ，$ 是 它 的 特征 边界 ， 并 


量具 有 4.2 提 到 的 性 质 . 在 $42 中 ,我 们 已 经 梅 造 出 一 个 函数 
+ IT76。 


系 
{gu} hE=0, ts os; f=1, 0, My, 
它们 在 上 十 是 完备 正 交 的 ， 在 S$ 上 是 规范 正 交 的 ,而且 
2 Dy yn) Tt 
对 zDD, 及 EE5 一 致 收 僵 . 在 这 个 基础 土 ， 我 们 给 出 
定义 4.3.1 我 们 称 


Ce, DO Ogu), xzEN, ES 


汐 域 站 的 Cauchy 核 ， 
从 定理 4, 2.5 知道 ，CCz，K) 作为 x 的 函数 在 上 是 全 纯 的 . 
下 而 是 域 只 上 的 Cauchy 积分 公式 . 
定理 4.3.2 设 只 是 上 中 包含 原点 的 有 和 异 星 形 赔 型 域 , 它 的 
特征 边界 5 是 圆 型 的 ,而且 3 土 任 意 两 点 可 以 通过 本 变换 相互 蛮 
换 , 如 果 FE 五 PCC2USsS)， 那 么 
f(z)=|CCe, 0 fadp). 
证 因为 ff 在 S$ 上 连续 ， 襄 
glz) =|f (Ce, tadut) 
是 介 上 的 全 纯 函 数 . 由 定理 4.2.4 知 ， 当 zz 固定 时 , 级 数 C(z,8) 


一 > > 和 u(z)gu( 约 对 二 ES -一 致 收 伍 ， 因 而 


= fml 


g(z)= > > pk) |f REI dnd). 
上 = f= 号 


若 记 了 一 | FeD 殉 GEJdpdo， 则 


= 
中 【之 一 > > bugu tz). 


一 1 {=—1l 


* 7。， 


厂 外 ， 了 在 好 上 有 展开 式 
(lz) 一 >», > angu lz). 


ky {ol 


节 > 二 站，0<r<1，3E3， 则 因 四 是 次 齐 次 多 项 式 ， 

f(rn) = » arp) ， 
所 以 

a = |f Cr Be dy). 
于 是 

一 ao 过 | GD 一 ArDHwGpyldancy) 
记 Mu=sup gn C9) |, 下 起 为 
125 一 aur | | [FOD— fry) |ap(y) 
和 


注意 到 了 在 5 荆 连 续 , 9 是 紧 的 , 故 当 天 ~1 时 , 上 式 右 端 趋 于 0. 
由 有 旺 得 a 二 byw， 即 


Jo 一 gz) 一 | Cos6DAGDaukD， 0 
本 


这 就 是 一 般 星 形 圆 型 域 的 Cauchy 积分 公式 . 

4.3.2 由 域 的 自 同 梅 计算 Cauchy 核 

和 Bergman 核 函数 的 情形 一 样 ， 对 于 不 同 的 正 交 系 ， 产生 的 
Cauchy 核 是 否 不 同 ? 即 Cauchy 核 是 否 依 赖 于 正 交 系 的 选取 ? 在 
下 面 的 条 件 下 ， 核 的 选取 是 唯一 的 ， 

定理 4.3. 了 设 {ow(0)}) 是 8 上 的 一 组 规范 正 交 系 , 且 满 足 : 

G) wlz), 天 二 0，1，… 在 只 US 工 全 纯 ; 


(ii 级 数 Ci(z, 拉 = yw(e) 丽 EE 当 tES,z 在 中 任 -- 


紧 集 于-- 致 收 黎 ， 
* 了 7 


(iii) 任 一 FE 五 (2US) 能 展 为 了 f(z) 一 >yatwl (z): 且 在 如 


中 内 团 一 致 收 全 . 
那么 Ci (ce), 
证 ”对 于 满足 上 述 条 件 的 正 交 系 ， 定 理 4, 3, 2 成立， 因而 


Fe)=|c GF at) (1) 
可 


对 每 个 f€E (US) 成 立 , 固定 wER, 用 让 明定 理 4. 2.4 的 方 
法 可 以 证 明 级 数 Sf Cz) Bw) 对 过 后 站 US 一 致 收 伐 ， 因而 


Clzyw) 在 QUS 上 全 纯 . 在 (7 中 到 了 f(z) 二 Ctz,w), 即 得 


Cer) |G DCE dn). C2) 
对 Ctw;z) 用 定理 4.3.2 得 
、 Cilws2)= C&C wb) dt), 
扳 共 胃 ， l 
C, (xsi0) = [cis,0C Cw dy). (3) 
5 


比较 (2)，{3) 即 得 Cz，z) 二 OCz， ww)， 让 w=EES 即 得 所 
欲 证 者 .日 

当 吕 是 可 递 域 时 ，Cauchy 核 也 可 不 通过 正 交 系 来 求 得 . 

定理 4.3.4 设 介 和 5 均 如 上 所 述 . 如 果 只 是 可 递 的 ， 
Aut(a) 中 的 变换 在 $ 上 全 纯 , 且 把 S$S 变 为 自己 ,那么 介 的 Cauchy 
核 为 
i 
Vs) 
这 里 部 Autt02) 有 日 满足 名 (2z)==0. 

证 用 免 记 Aut 02) 中 把 a 点 变 为 原点 的 全 纯 自 同 构 . 按 假 
定 它 把 5S 变 为 8, 者 记 3 一 外 8)， 则 SS 上 体积 元 素 的 变换 关系 为 

* J79* 


二 


Cdz， 纪 一 一 Cdetp Ce 入 CdetprCEJ: 


dp(n}= |detp (| 
为 简便 计 ， 记 S$S 上 的 规范 正 普 系 为 { 办 此) 于 是 


[sn Cd ly) 
加 


一 | 和 (CD hm) dety Ct) ant)=6. 
和 
这 说 明 
wb) pp) ) (detg, CF))Y 
也 是 5 上 的 规范 正 交 系 . 我 们 证 明 {owc)} 满 足 定理 4. 3. 3 的 条 
件 . 显然 条 件 (i)、 (iii 是 成 立 的 . 为 了 证 明 Gii)， 和 伍 取 FE 
HH(QUS), 命 
gw)—f (Rw)) detg (gr! (1w))) 7 


则 gE CUS), 因 而 有 展开 式 g (ww) = Da (wy) , 
f(g Cw) deth! (全 :Go 二 = Slagitw). 
命 史 二 H(z)}， 则 有 加 
f(z)= eq) (detgr' Cz) 计 一 Dawz). 
这 样 定理 4. 3. 3 的 条 件 都 成 立 . 于 是 
C= Da met 
= 


= Ttro) 丙 (Cdetp'(z))tTdEIPTCEI7 + 
点 一 问 


Cw ndetp', (2))! Terpr ers (4) 
其 中 忆 二 (2),7 二 名 () ,因为 出 (z) 是 天 次 齐 次 多 项 式 ,; 所 以 


C0 可 二 这 出 (0) 而 (是 一 个 常数 ， 青 由 Cauchy 公式 1= 
二 二 让 
jcco,5oarkt) ,由 此 得 C60, 中 一 (CS)-, 在 (4 中 取 a=x, 即 得 


" 180* 


i .1 
Cz sd) = pL (det (2))7 Cletm CE 品 


8$ 4.4 典型 域 的 Cauchy 积分 公式 


3.4. 1 中 定义 的 四 类 典型 域 都 是 有 界 的 状 型 星 形 域 ， 特 征 边 
界 也 都 满足 定理 4. 3. 2 的 要 求 . 因此 ，$4. 3 中 的 定理 都 适用 于 
四 类 典型 域 . 
4.4.1 中, (x， nn) 的 Cauchy 核 
现在 用 定理 4. 3. 4 来 计算 年 阵 双 曲 空 辣 Ri Cm,n) 的 Cauchy 
核 . 先 假 定 闫 一 =， 这 时 民 , tn, n) 的 元 素 是 满足 7 一 Z2Z >0 的 
nn 阶 广 阵 Z， 它 的 特征 边界 $, 是 阶 西 方 阵 的 全 体 , 在 $3.4 中 
已 经 算出 
detgr (2Z0) = {detA D)”, (1) 
其 中 4, DD 分 别 满足 
A’A= (1—2026) 1 ,DD=(— 2,20) 1, 
现在 来 计算 detgz (U)， 在 $3.4 中 的 等 式 
dW=AldZ(— 2Z.2) 1— (ZZ IT— ZZ) 7 
-dT— F200 — 2,2) DD 
中 命 Z 二 UU，W = 得 
aV =A{aU (IT— ZU + UZ ZU 1D, 
。 dUT— ZU DI 
=[A+AU—Z)UT— ZU ZAZU— ZU "1D-. 
若 记 
P=ATAU— ZO) — ZU 2 R= (ZU) DD 
则 ”go C0) 二 (P' XQ)"' ,所 以 
detgs, (UU) =—det(P’ XQ)= (detP)"(detQ)". 
* 181* 


现在 
detP =detAdet[ i + {UU — ZT— ZU) 12,1 
=detAdet[ 7+ 20 —Z2,) (7T— Zu0)7'] 
~detAdet[ (i — ZZ (I— ZUY 1), 
det@Q=det (Tf — ZY) detD, 
所 以 
detqy tt} = {det AD DY)"(det(f ~ ZZ,2.))" 
» (det (IT—Z,0) -2 C2) 
综合 (1), C2) 得 
(detgio (20))! CaerpU 1 
= (detA A)idettf— ZZ0) i det(l— ZUY" 
=det{I— ZU) “=dettl — Zo ) ", 
所 也 当 各 二 nr 时 ,RGny7n) 的 Cauchy 核 是 


1 
CLF dd ZY (3) 


其 中 VOD 是 RiGn,n2 的 特征 边界 $1 的 体积 ， 

4. 4- 2 CR Cm 一 Rn) 的 Cauchy 核 

现在 设 产 <m， 我 们 利用 (3) 给 出 这 种 情形 下 的 Cauchy 核 . 
为 此 需要 一 个 代数 引 理 . 

引 理 4.4.1 设 Z 是 任意 的 mxn (msa) 阶 和 矩阵 , 则 必 存 在 
mm 阶 丁 方 阵 和 阶 西 方 竹 WW， 使 得 

=U(tA, OF, 

这 里 


站 ，…， 炉 是 ZZ 的 特征 根 : 
* 182* 


证 先 设 Z 的 秩 为 m， 则 ZZ 是 正定 的 Hermite 方 阵 ， 故 存 
在 mn 阶 西 方 阵 U， 使 得 
Ai 1 


各 


妃 


那么 4-EZEIDA4TI 人 命 让 一 4 2Z，VYI 是 天 关 寺 阶 
逢 阵 、， 且 WV 一 J. 因而 存在 (rn 一 mm) Xn 阶 矩 阵 Y， 使 得 


网 =V 是 阶 西 方 阵 . 从 VV'=J, 即 知 VV 一 0 十 是 


VV VD) = 0) Bm ATU ZV = (0). 
由 此 即 得 
机 果 Z 的 秩 为 r 室 mm， 那么 ZZ 的 秩 也 为 >， 故 有 产 阶 本 方 
阵 U， 俩 得 
zz 1 
] 1™ 加 生 
1 


2 
这 里 4 是 7 阶 非 异 方 阵 . 写 2Z 二 2 
是 Cm 一 r}Xn 息 阵 ， 从 


( 丈 Z 一 | | 
Z， 1* 2 一 OD 昌 


| ,这 里 Zi 是 rxn 矩阵 ,2Z， 


"183* 


一 _, Zl 
即 得 ZZ: 一 D0， 因而 2Z:==O. 于 是 ZE 一 6 | 这 说 明 2 的 秩 也 


是 x. 根据 上 面 已 经 证 明 的 ,存在 r 阶 丁 方 阵 Us, 及 nn 阶 西方 阵 信 ， 
使 得 2Z1 一 UCA,ONV ,其 中 


态 二 ， + 
人 

ji "Ps 心 是 Zz Zi 的 特征 根 ， 由 此 可 得 

网 | 

2 =U 二 局 
0 二 
lo | a 
= 了 ， 

0 了 ,| (总 间 

命 U vo 国 | z oj ol 
-ol ze0 ol 0 


现在 回 到 m+n 的 情形 . 设 ZER tm，n)，Z 有 加 Xn 阶 矩 


2 
阵 . 在 2 上 添加 一 zn 行 0， 使 其 成 为 nn 阶 方 泗 Z, 二 | ' 用 加 = 


rn 时 的 Cauchy 核 (3) 得 


1 fdpU,) 
VB Je dettf— ZY 


这 里 人 er 是 并 阶 丁 方 阵 的 全 位 . 现在 RitCm 2) 的 特征 边界 为 
$= {Um Um 为 mXn 矩阵 满足 UU 一 1,}, 
Ui 
对 于 UE Si 存在 tm 一 m) Xn 阶 逢 阵 V ,使 得 |， | 为 本 方 隆 U.， 
因而 


2) 一 C4} 


UD, 《7 TT ) | UC #1 Ua _ 
V VD, VP 


所 以 
VV'=I, ,, UmaV'=O. (5) 
。 184* 


1 一 
1 / 
det (TI—ZU mdet(T -2 0,,). 


如 果 记 

二 1V.V 是 一 2) Xn 证 阵 ,了 六 一 了 UV = 二 01. 
那么 4) 人 恒 可 写成 

| r 
A [ | ap Um dp ) 
(Or! VV CB) fs) JE det (TI— ZU.)" 

1 CC {Lm 
V C2,) | Ss Fy | V | ax). (6) 
对 固定 的 吕 ,,。， 由 引 理 4. 4.1， 存在 mx 阶 西方 了 泗 P 了 和 nn 阶 西 方 阵 
已 ， 使 得 PURQ== CA， 的， 但 因 UU = 二 1 ， 所 以 A 二 1。 因而 
有 


PUnQ= (1,0O). (7) 
由 5》 和 (7) 证 得 
(ln 0) QV =PU,Q QV =PU,V 一 口 ， 
取 共 辆 转 置 得 


val 了 | =~0. (8) 


如 果 记 VQ 二 CA,W), 这 里 和 4 是 (一 下) XP 阶 矩阵 , W 是 一 
m 阶 方 了 省， 那么 从 (8) 得 A4=O， 因而 YQ= (0O, W), 即 V 一 
(DO,， WY) 由 于 


i ' 


— (人 — 
LVQ QV = 0,.W)| | =W W’, 


所 以 W 是 nx 一 m 阶 西方 阵 ， 而 月 从 VVYV= 研 开 ' 知 道 dp (CV) 
一 dk (WD). 于 是 (6) 中 关于 下 在 已 上 的 积分 可 写 为 
。1585。 


T 
U EF 


|gAwy. 9) 
(0, W) BI 


[ar =), 


四 Ci | 
各 果 记 g(W) 一 玫 | .0 Ww， 5 并 用 RiGn 一 m，n 一 m) 上 的 
Cauchy 积分 公式 得 
EC mdm) 
g(W 7 一 Fe FF 过- det TW EH) 
命 WW=O 得 


8(0)=T yt | EC 


四 |, EC du(W) 


1 | Um | 
-pt | /| (OW WY (10) 


综合 (9)，{10) 和 (6)， 即 得 


/2)- Vo A OG ) dU) Bee 


(Bi Js det(T—2 可” 


由 [Hua] 知道 ， 


VB ,) | 
TS0) 1 


于 是 得 
定理 4.4.2 Rnmsn) (ms<sza)y 的 Cauchy 核 为 


1 
TsSTdetf 一 2 U0 ,) 


当 ;二 1 时， 我 们 再 一 次 得 到 3$ 4.1 球 上 的 Cauchy 积分 公 


人 


用 类 似 的 方法 可 得 其 它 二 类 上 典型 域 的 Cauchy 核 如 下 : 


1 1 
Ci(Z10)= 一 一 一 一 一 ， 
VO ge Zi 


= 了 855 。 


1 1 
VS ge +2 Ti" 
1 1 
(or [Cr—e'z) tr—e ey) J 
这 里 四 类 典型 域 的 特征 边界 及 其 体积 VCS1),， VCS1),， VCSrY， 
VCS ) 华 有 罗 虎 教授 都 已 算出 ， 具 体 数 值 参 见 LHuaj. 


Ci (2 ,Lo= 


Cn Te) 一 


3 4.5 微分 形式 和 Stokes 公式 


上 而 过 论 的 是 全 纯 晴 数 的 Cauchy 积分 公式 , 下面 要 讨论 过 
续 可 微 函 数 的 Cauchy 积分 公式 ， 讨 论 的 主要 工具 是 微 积分 基本 
定理 在 高 维 的 推广 一 一 Stokes 公式 . 
4.5.1 R* 中 的 微分 形式 
先 从 微分 形式 谈 起 . 
设 召 是 及 中 的 开 集 , 五 是 R' 中 的 域 . 如 中 的 上 维 曲 面 是 指 
-个 上 上 映射 下 ,五 一 全, 去 称 为 这 山 面 的 大 数 域 ， 如 中 的 有 衬 1 阶 
微分 形式 (简称 为 人 上 的 形式 》 
一 Dy Td A Adr, C1) 
{这 里 指标 i ，…', 二 都 独立 地 从 1 变 到 NN} 是 定 六 在 总 中 所 有 上 
维 曲 面 所 成 的 集合 上 的 一 个 泛 图, 对 于 每 一 个 如 中 的 二 维 曲面 瑟 ， 
a 对 应 着 如 下 一 个 数 ， 


| < =[ Dja (Bu) Ydet < 这 一 Te gamer), 


这 里 dmrtw) 是 玉 上 的 Lebesgue 测度 . 和 中 二 【 抽 ， 织 ，…， 
Pr)， 那 么 上 面 的 Jacobi 矩阵 


QT Ti ) OR + 力 
QC re A 9 本 ” 


(1) 中 的 系数 Qi 是 4 中 的 连续 函数 . 
" le7+ 


虽 中 约 0 形式 定义 为 C0) 中 的 阔 数 . 
如果 对 每 一 个 只 中 的 大 维 曲面 多 部 有 


| .a=],8, 
就 称 这 两 个 & 形式 < 和 有 是 相等 的 . 
就 知 交 搞 行 列 式 的 两 行将 改变 行列 式 的 符 导 ， 由 此 得 下 面 的 
反 交换 律 ， 
dr Mdr—=—dr Ndr: 
特别 有 
dr Ndr—0, liEN. 
由 此 可 知 ， 在 (1) 中 车 出 现 训 二 74， 不 关 !， 则 该 项 为 0， 其 余 的 项 
可 按照 反 交 搁 律 把 它 排 成 足 标 呈 递 增 的 形状 .于 是 a 可 写成 
a= > Ar(r)dri, (2) 
这 里 了 一 人 Po<a< <fy 求 和 对 所 有 这 种 形状 的 多 重 
指标 进行 ， 其 中 
Er 一 
称 为 若 本 的 天 形式 (2) 称 为 a 的 标准 表示 ,容易 看 出 , 每 个 点 形 
式 的 标准 表示 是 唯一 的 . 特别 "一 9 的 充分 必要 条 件 是 (2) 中 每 个 
Aj=0. 
设 a= 4 Crdri, B= > Bi(z)dz 是 两 个 形式 , 4 是 任 
意 一 个 复数 ， 定 义 
a 十 有 一 2 CATI+Bi(rD)dr, = Adz)dr. 
设 dzri， dz 分 别 蚌 基本 的 万 形式 和 i 形式, 它们 的 乘积 定义 
为 丰 十 ? 阶 形式 
drrAdzri=dzr A hdr Mdr, A Adr,. 


如 果 i» 中 有 会 共 的 元 素 ， 那么 加 内 一 站 否则 就 可 把 它 排 
+» 了 训话 


成 递增 的 次 序 ， 现 设 
= > ACrYdr, B= > B, (CTAdr 
7 


分 别 是 上 阶 形式 a 和 7 阶 形式 8 的 标准 表示 ， 定 义 
aAB 一 > Az) BiCr)dr Ndr,. 
直接 验证 知道 ， 它们 满足 结合 律 和 分 配 律 ， 但 不 满足 交换 律 . 交 
换 的 结果 是 
anB= 【一 1 和 有 大 人 
销 数 和 处 形式 a 的 锋 积 定义 为 形式， 
fa=af=— DfT A da 


现在 定义 微分 算 子 a 对 点 形式 的 作用 ， 对 0 形式 ff， 定 义 


_yaf 
df = 2 dr 
它 是 一 个 1 形式 . 设 a 一 241(x)dzy 是 上 形式 a 的 标准 表示 , 定 
义 


Mr 
他 
de 一 S24dAr Ad 一 > > dz A day， 


它 是 一 个 十 1 形式 . 
命题 4.5.1 0) 设 a 和 分 别 是 CC 的 大 形式 和 i 形式 那 


之 

doAP)= (ada) AB+(— la ap; (3) 

Qi) 如 果 a 是 己 的 下 形式 ， 那么 da 二 0. 
证 (i) 只 要 对 特殊 情况 
t= fdzri, B= gar, 
证 明 就 够 了 , 这 里 ,gEC', dx; dz 分别 是 用 阶 和 ! 阶 的 基本 
形式 . 于 是 aA pfgadxiAdzrs. 不 妨 很 定 了 和 .J 没有 公共 元 妇 , 否 
列 〈i) 中 的 三 项 都 等 于 0. 写 dry Adzrj 一 edxw， 其 中 dxw 一 dz 
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六 Cr rs 取 十 1 或 一 ! 取决 于 置换 | 2 足 便 的 
HH pep 
或 坷 的， 于 是 
dita ~ad(tfeedra)—eltftadgtedf) hdru 


| ={gadfifadg) Ndrif adr. 
因为 dg 是 -个 1 形式 ，dzxr 是 一 个 形式 ， 所 以 
dg dri=t—1YdriN\de. 
因而 
dah B=aadt NdriNidrit fag hdrridr 
=(af AdrND A (gadr)+ CC— (Fd rr) A dg Mdrr) 
=(da} ABT—1Yahap. 
(ii》 先 对 0 形式 了 来 证 明 ff 一 0. 


dr 一 dd =d| Sy) ear, = 2 六 Adzri， 

因为 刀 雹 一 如 去， cz 内 好 一 一 QT 内 cc， 所 以 二 /于 0. 

现 设 4 一 ri， 那么 da 一 df Adri， 由 于 d {dxi) 一 0， 利用 
(3) 便 得 

oa—~ad(tdf Adri =A:f Madri—df Madtdr)=0. 

命题 证 综 .。 口 

现在 讨论 微分 形式 的 坐标 变换 . 设 六 和 1: 分 别 是 及” 和 RY 
中 的 并 集 ， 了 人 有 是 一 个 CC 映射; 它 的 分 量 记 为 ,ty 
即 了 二 =( ,ytw) ,每 个 二 C=1.… 邮 ) 是 站 中 的 C 函数 . 如 果 
aa 一 2 Ar Cy dy 是 Nn; 中 的 形式 ,那么 


ar= > AAT (xr) dr 
是 有 n, 中 的 名 形式 ; 其 中 di 二 dt 入 … Adi ,每 个 dt, 都 是 1 形式 ， 


入 


朗 
dt .= 2 dr liEM. 
- P| 


了 一] 


J 一 1 
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称 ar 为 a 的 拉 回 微分 形式 a 和 它 的 拉 回 er 间 有 下 列 重 要 性 质 . 
命题 4.5.2 设 s 和 有 分 别 是 六 中 的 天 形式 和 7 形式， 那么 
(1) 若 关 二 2 ， 则 ta 十 Pr 二 qr 十 Br，; 
(ii Ca r=arh pr: 
(ii) 设 人 CR ,如 果 S: 2 一 2 是 局 上 映射， 那么 
(Car)s—ars; 
(iv) 若 a 是 类 记 形式 ;了 是 CC 类 映射 ,出 
(an)r— dar). 
证 (i) 和 《ii) 是 显然 的 ， 现 在 证 明 (iii)， 从 di) 知道 ， 
( Cah Br)s= tarA Br)s= (ar)s A (Br)s, (a PYrs—ars MPrs. 
这 就 是 说 ， 如果 Gi) 对 a 和 六 成 并 ,那么 也 对 a 六 B 成立， 由 于 
每 个 形式 是 由 0 形式 和 1 形式 经 过 加 法 和 乘法 构成 ， 而 对 0 形式 
(ii》 显 然 成 立 ， 因而 只 须 对 1 形式 证 明 《〈ii) 就 行 了 . 分 别 用 zx， 
y， 2 记 有 2， 机 人 中 的 元 素 ， 记 
T= sy ty) SS= (9 sy sw) TS= Cry 
现 设 ao—=dzs, 9=1: *,， 上 是 人 中 的 1 形式， 那么 


和 ru): 


NT 一 dt 一 > Aay, —dy,, 


所 NH 
; , 
和 BS 之 3 sa) 这 de 


rr 
一 PSC) (ry dr,= > orydx, 
AT 1 Dr 
ds. 


骨 证 明 tiv) 如果 六 是 一 个 0 形式 ， 那 么 
六 (一 .六 了 rr) 一 2 dy; 


于 是 


上 


dfr) = > rz)dz,= > > Td 
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= - I rid 一 (dr 
如 果 dy =—dy, A -Ad ， 那么 CdynDr 一 dt; A… 人 dt,， 由 命题 
4. 5.100) 得 ddyn07)==0. 设 0=Jdyiy 则 ar 二 frixy (Cadyr)r. 由 命 
题 4. 5, 1(i) 得 

dam =ad(fn A dy)rt irid(tdy)r) 
={d rAdynr=tAdf AdynNr=(da)r. 站 
命题 4.5.3 6) 设 8 是 全 CR* 中 的 上 形式, 盏 是 入 中 的 

点 维 曲 面 ， 其 参数 域 为 CR:， 记 了 ， ER! 为 恒 等 映 射 ， 它 是 以 
E 为 参数 域 的 一 个 天 维 曲 面 ， 那 么 


Je-[a o 


(Ci) 设 和 让 ， 嫩 :分别 为 肥 ” 和 RY* 中 的 域 , 了 : 有 一 是 CI 类 
映射 ， aa 是 品 中 的 二 形式 ， 硬是 说 中 的 至 维 曲面 ， 那么 


|.==| = (5) 
证 (i) 只 要 讨论 
B=f (rdzxe A Adz, 
这 种 不 形式 就 驶 了 ， 设 硬 二 (9 ,… ,Jr)， 那 么 
“Po=f (Blu) dg A A dnp,. 
如 果 我 们 能 证 明 


殿内 人 


dp NA AdR,=det Bea ee) 


那么 一 方面 


dur A A dus, (6) 


aR i 0 


| 2 -| 大 (Ca Ydet 了 


另 一 方面 ， 由 于 〈6) 


dm tt). 


HR sp ) 


Bo= fF (Bin) ydet Be 


dul 入 Wid A du 
» TO2. 


所 以 


AR, s+ ) 


| am 一 | redo)ade rer my dm), 


这 是 因为 了 是 恒 等 映 射 因而 (4》 成 立 . 现在 来 证 明 (6)， 因 为 


点 


3" A 、 Dg 
dp, 一 2 Bwyd， 车 记 an 一 可 <， 那么 
dR. 让 和 广 dp 一 一 > ga, de A 让 和 due. 
9#= 1 


由 反 交 换 关 系 可 得 

du A A du, 一 TiO A Ah dus 
这 里 如 果 C91" 是 侦 排 列 ， 三 长 可 一 1 如 时 (91°°" gx) 是 
奇 排 列 ，z (ge 一 一 1 于 是 


是 


dg 一 ad A A du 


yl 


六 和 从 ) 


= det BC se yd 和 时 nn cus. 


这 就 证 明了 (6)， 
(ii》 现在 来 证 明 (5) 就 很 简单 了 . 命 8 一 ao， 先 用 (4),， 再 
用 命题 4. 5. 2 (iiil， 最 后 再 用 (4)7。 即 得 


| 一 Js 一 ja 一 je 一 j 一 | UD 


前 面 我 们 把 点 形式 定义 为 二 维 曲 面 榴 成 的 集合 上 的 谤 函 ， 它 
的 对 应 关系 是 通过 一 个 积分 式 来 表示 的 .实际 上 ， 我 们 也 可 反 过 
来 看 ,把 上 维 曲 面 定义 成 由 并 形式 组 成 的 集合 上 的 证 攻 , 它 的 对 应 
关系 是 同一 个 积分 式 . 由 于 数 慎 吴 数 是 可 以 相 如 的 ,这 样 维 曲面 
的 有 限 和 也 就 有 意义 了 . 通常 称 束 维 曲面 的 有 限 和 为 点 维 链 . 设 更 
二 名 十 十 多 是 一 个 上 维 链 , 下 形式 = 在 链 更 上 的 积分 定义 为 
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下 面 是 一 个 链 的 量 要 例子 . 
设 EE 是 R* 中 的 闭 单位 立方 体 ， 即 
E= {au = (wt) 01 二 1) ， 

记 了 : E>R’ 是 恒 等 映 射 ， 那么 1 是 R* 中 以 EE 为 参数 域 的 一 个 
维 曲 面 ， 如 果 定 义 立 方 体 的 “ 面 ”为 

Fo) Vr QO Ws sy Wi) 

FG =EU Oy 1 71 "kk， 
这 里 2 跑 毛 R* ! 中 的 单位 立方 体 (这 纪 个 “ 面 ” 都 是 R* 中 的 一 
1 维 曲面 , 参数 域 为 R”! 中 的 单位 立方 体 ),， 那么 了 的 边界 可 以 定 
多 为 

a = Si 1 CF ,0 OO— F,), {7) 


它 是 R* 中 的 一 1 维 链 . 

仍 设 器 是 R* 中 的 开 集 , 甸 ， EE 一 2 是 一 个 和 类 的 去 维 曲 面 ， 
这 里 吾 是 瑟 中 的 单位 立方 体 . 我 们 定义 盏 的 定 同 边 界 强 为 如 下 
的 一 1 维 链 


二 
B= (1B Fo — S$.F,,), (8) 


简 记 为 旺 一 玉 ( 弛 )， | 

4.5.2 Stokes 公式 

现在 可 以 证 明 下 面 的 

定理 4: 5. 4 (Stokes) 设 只 , 罗 ， 纯 均 如 上 所 述 , a 是 人 上 
的 系数 为 C 类 函数 的 上 一 1 形式 ， 那 么 


jE 一 |ae. C9) 
a 骆 


证 ”证 明 分 为 两 部 分 。 先 证 明 
- J94* | 


| = a (10) 
. 


这 里 了 是 R' 中 以 忆 为 参数 域 的 大 维 昌 面 , 红 如 (7) 所 示 ， 不 妨 
设 

4 一 rz] 
这 里 [表示 钢 2&r 项 . 由 于 Fo 或 ,表示 第 j 个 坐标 是 0 或 1， 


因此 当中 出 现 dz, 时 , 则 |，o 二 |，a=0; 当 中 不 出 现 dz, 时 ， 
则 


| 中 二 | Fri st Oe TAT iar 


J,。 二 J, fo ss Ts Td dr 
这 里 Ei 记 R* ! 中 的 单位 了 立方体， 于 是 
| > Di | .< 加 |, * 


= 一 1 |. fr 
上 # 一 1 


— fr sr ls Te dr Li ddr 
=( 一 0 | 对 cx] ar 站 da 
= andr 

这 里 Ei 记 R* 中 的 单位 立方 体 . 另 一 方面 


ja =| > ax, 由 过 中] A"Aadr 


了 /1 


= | 路 Adr A Ah [i A Adr 
po 
C7 ar, A A dr 

了 * 


{| 


中 OS" 


一 (一 0 df dt 
由 此 有 即 得 (10). 现在 很 容易 证 明 (9)， 因为 更 = 盏 。7， 先 用 命题 
4. 5.3 (G1), 再 用 等 式 (10)，, 命题 4. 5.2 (iv), 最 后 再 用 命题 4. 5. 3 
cii》 即 得 


[ee fe ean- [fe 
EE 了 呈 . 了 者 


在 应 用 Stokes 公式 时 ,经 常 过 到 的 是 二 NN 的 情形 ， 适 当选 
择 参 数 域 后 ，B 就 是 域 0， 由 于 在 定理 4. 5.4 中 要 求 亚 是 C? 的 ， 
在 现在 的 情况 下 ， 相 应 地 要 求 域 的 边界 加 是 必 的 ， 

所 谓 域 介 的 边界 台 是 COQ 实 1) 的 , 是 指 存在 一 个 局 也 数 
Pp: R" 一 R， 使 得 

N= {rE Rp) < 0)， 
而 且 gradp (lx)》 关 0 对 所 有 zxEE 织 成 立 . Pp 称 为 域 则 的 定义 函数 
(关于 可 微 边 界 及 定义 函数 的 确切 合 六 ,请 参阅 定 交 5. 3. 1). 
例如 R’ 中 的 单位 球 ， 它 的 定义 函数 就 是 
PKzyy92》 一 天 十 多 十 2 一 二 
也 可 志 把 它 看 成 R 中 的 三 维 曲面 钾 : 五 -有 R ,外 的 表达 式 是 
rx—rsincosg: y—rsinfsing, ~—rcosd, 
相应 的 参数 域 玉 是 : 
日 过 rr< 1， 02 0 

在 这 种 情况 下 ，Stokes 定理 可 以 表达 为 

定理 4.5.5 设 0 是 R* 中 的 域 , 具有 CC 定向 边界 0 如果 
x 是 系数 为 C! 函数 的 旭 上 的 N 一 1 形式 ， 那 么 


| =— jw 


4. 5.3 CC" 中 的 微分 形式 
作为 本 节 的 结尾 ,我 们 讨论 己 ' 中 的 微分 形式 . 把 C* 看 成 R*， 
上 面 讨论 的 一 切 对 C' 者 有效， 但 C* 的 复 结构 本 身 又 有 一 些 特殊 
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的 性 质 . 在 Cr 中 取 实 坐标 z+，yy，…，zs，%%， 把 算 子 4 作用 到 
函数 2, 二 zx, 十 iy,，2, 二 ,一 iy 可 得 如 下 的 1 形式 
dz,=dr,tidy,, dx,=dx,—idy,s j=1, ,nn. 
于 是 
dz = (dz + di) dy, = 六 (dz， — dz,). 
因此 "中 的 形式 可 表 为 
f= Dfulr)dzrrAd ez,. 


1 一 上 # 0 


这 里 了 一 《1 3 wi 1p) J (ji a jo 1 入 让 on 
TPR pigq—h, dzr=dz, A Adz, sd z=d z, 
入 …Adz,，fw 都 是 联 数 . 这 样 一 个 微分 形式 称 为 是 (p;9) 型 的 ， 
设 p 是 一 个 函数 ,由 (3) 得 
Sy'ip -名 
dp = >| 于 dz 1 对 ay 


如 果 利用 $ 1.1 (3) 引进 的 算 子 六 和 2， 那么 上 式 也 可 写成 


dp = > | ds, + 是 ds (11) 
引进 算 子 3 和 3 如 下 
加 一 > 起 d= > 起 d 
由 (11) 可 得 之 和 让 3 的 关系 : 


民 一 中 十 己 
设 一 > Pi(z)dsrAazs 是 … 个 (p,9) 形 式 ， 那么 
I 
df = SY df) 内 der 让 er 一 ar 十 3r， 
了 ,上 
这 里 
af= > Cafi hdzrh dzraf = 2 Af1) AdzerAder 
Tr [| 
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由 此 吕 乞 ， 算 子 3 把 (py9) 形 式 映 为 (pp 上 1,9) 形 式 , 算 子 吧 (CP,9) 
形式 眩 为 46 十 1 形式 
从 命题 4.5.1 Gi) 知道 =0， 即 (3 二 2 二 0， 即 
3 十 《5 十 加) 十 92 一 0 (12) 
设 了 是 (pg) 形式 ， 则 327， 6098 十 的) 了 和 3 下 分别 是 (十 2， 
qg7)，(p 十 1，g 十 1) 和 (pp,，g 十 2) 形式 ， 所 以 从 (12) 得 
83: 二 0， 93 十 前 二 0， 3 一 0, (13) 
关于 微分 形式 和 Stokes 公式 的 内 容 可 和 参阅 [Xuj] 和 [Rullj. 


834.6 单位 分 解 


在 讨论 3 问题 时 , 需要 用 到 单位 分 解 的 概念 . 在 这 一 节 中 ,我 
们 要 证 明 这 种 单位 分 解 是 存在 的 ， 并 由 它 推出 ~ 个 有 用 的 结论 ， 
先 给 出 下 面 的 
定义 4.6.14 设 % 是 R* 了 上 的 连续 函数 , 使 ”不 取 零 值 的 点 集 
的 闭 包 称 为 gp 的 支 集 ， 记 为 suppg， 即 
suppp = {TE RY: px) PF 0). 
定义 4.62 设 G 是 R* 中 的 开 集 ,C*(R*) 中 具有 紧 支 集 , 且 
其 紧 支 集 包 含 在 避 中 的 晴 数 的 全 体 记 为 CI(G)， 即 
CAO) = {PE CR :suppy 家 ,suppp CG}. 
我 们 的 目的 是 要 证 明 下 面 的 
定理 4.6.3 设 G 是 R” 中 的 开 集 ，{G,: iET} 是 履 盖 C 的 
一 个 开 集 族 ， 即 GG,， 则 必 存 在 CY CR*) 中 的 函数 列 {7}，j 
二 1，2，… 使 得 
(i) 对 于 每 个 j，suppf, 含 于 某 个 G; 之 中 ; 
ci) 对 于 任意 7ER*Y,， 0 所 1 j=] 2 


(iii) 对 干 每 个 xEG，D f(x)=1. 
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这 里 的 {f,) 称 为 从 属于 {6G,: i€7) 的 一 个 单位 分 解 . 

为 证 这 定理 ， 和 完 证 明 下 面 两 个 引 理 

引 理 4. 6.4 设 G 是 R” 中 的 开 集 ， 则 必 存 在 一 列子 集 KK, 忆 
G， 满 足下 列 条 件 : 

0) 下, 是 紧 的 ，j 二 1]，2,， 


Gi) UK,=6; 


Gi KCK jj] 2 记 民 ,14 的 内 部 ， 
证 命 G.= {xzE€G: d (tx, R* 一 上 G) 庄 e}，B(0,r) 为 R* 中 
以 原点 为 中 心 , > 为 学 径 的 球 . 那么 KK, 二 B00, 站) 门 G3 就 是 要 找 的 


一 列子 集 ， 因 为 800, 六 和 G+ 都 是 闭 的 ， 所 以 天, 是 闭 的 ， 因 为 
B(0, 门 是 有 界 的 , 所 以 天 , 也 是 有 界 的 ,因而 天 , 是 紧 的 , 而 且 下 ， 
CC. 为 了 证 明 (i), 任 取 xEG, 当然 有 se 一 dz,R* 一 G) 半 0， 对 
于 这 个 +, 存在 充分 大 的 jo， 使 得 zxE€ B00,jo). 今 取 jmax(jo， 


汪 ), 当然 zE BC 万 , 而且 d(xvR* 一 G) 一 汪汪 ， 即 zEGy. 国 
而 xEB(O ND NG 一 天 ，， 这 就 证 明了 G=UK.,. 现在 证 明 tiii)， 


取 z 伺 天，， 则 zo€E G1. 因而 d(xro,;R* 一 > FFI i’ 所 以 zoE 
取 -em 的 邻 域 


Ch. 


Ux) = lr € RYsd (rro) < 地 一 站 


j 十 1 
于 是 对 于 rEU(Czxo》 有 
好, 及” 一) RAR — OG) — dtr,ro) 
> 一 (一 六) = 
即 Ur CoOL, 邦 mm 是 二 的 内 点 ， 即 GOGH 此 外 ， 显 然 
有 BC(0, 让 CB0O,j 十 1)， 因 而 天 ,C 大 ,jh， 日 _ 
称 满足 上 述 GG)、Gi)、{iii) 三 条 的 子 集 序列 {KK,} 为 上 G 的 一 
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个 正规 穷竭. 

引 理 4.6.5$ 设 避 是 有 中 的 开 集 ， 如 果 避 的 某 些 并 子 集 人 Q 
组 成 的 集 族 {@} 构 成 避 的 一 个 开 集 基 ， 节 G 的 任意 开 子 集 均 可 表 
为 {@} 中 某 些 开 集 的 并 ， 那么 从 i@@! 中 可 以 选 出 一 列 开 集 久 ,， 
j= 二 1]，2，** 使 得 

Gy C= UQ,; 

(i) G 的 任意 紧 子 集 最 多 只 与 {Q@,) 中 的 有 限 多 个 相交 . 

证 设 {二 ,} 是 避 的 一 个 正规 穷竭 ， 命 

UK — RK, V=K,— kK 
这 里 记 下 ,二 处 _| 为 空 集 . 显然 0, 是 开 集 , 六, 为 紧 集 ,VV ,CU,, 且 


G= UV,. 任 取 a€EVY,CU,, 由 于 ,可 表 成 {Q} 中 某 些 开 集 的 并 ， 
而 从 {@} 中 可 选 出 某 个 QQ,,,， 使 得 aEQ, CU. 显然 {Qj: a 
V,} 是 的 一 个 开 覆 盖 ， 故 可 选 出 有 限 个 Q。,.;,…, Q。, , 团 盖 六 
于 是 

{Qk 1 (1) 
便 是 要 找 的 那 列 开 集 ， 事实 上 ， 容 易 看 出 


从 如 ,的 构造 , 可 知 G 的 任意 紧 集 只 与 有 限 个 习 相交 , 而 每 个 U， 
又 只 与 (1) 中 有 限 多 个 Q,,,, 相 交 ， 因 而 每 个 紧 集 只 与 (1) 中 丰 有 
限 多 个 开 集 相交 . 口 - 

定理 4.6.3 的 证 明 任 取 ECG, 则 必 有 己 合 得 aEG, 有 取 完 
分 小 的 >>0,， 使 得 Bta:rCG， 这 里 Bla,r) 是 以 a 为 路 心 .， 尺 
半径 的 球 ， 命 


i 1 
esha [FE a | ~ ry 
及 Em 
+* ZO * 


EC (CR ， 且 supp 太 -一 BarcCC， 让 a 跑 遍 避 ，7 跑 
下 了 则 全 (ar 构成 忌 的 一 个 并 集 基 ， 于 是 由 引 理 4. 65.5， 订 
中 演出 一列 球 

Bla,sr,), 7 一 下 之 (2) 
入 得 G6 二 UB (sn), 朋 G 的 任意 紧 集 只 与 (2) 中 有 限 个 球 相交 
设 对 这 于 B (4q,，r,) 的 消 数 为 f.,，(x)， 对 于 任意 xzEG, 它 具 
灌 于 有限 多 个 晴 (ay rm) 因此 级 数 和 大, (xz) 只 有 有 限 多 项 ， 

了 一 | 

记 

Str = ofr) > 0, 


由 (few(7) 为 满足 0)、Gi)、(ii) 的 函数 列 ， 

御 鸭 单位 分 解 定理 的 一 个 应 用 ,我 们 有 

推论 4.6.6 设 G 是 RY 中 的 开 集 ,六 是 G 的 一 个 紧 子 集 . 设 
站 古 玉 的 一 个 开 邻 域 . TS 那么 存在 琐 数 wp， 满足 下 列 条 件 : 

0) gE CY (VF): 

Do] 

(iD 多 二] 在 五 的 邻 域 中 成 立 ， 

证 对 020, 沁 V(K.e)= |rER' ,dlryK)<e). 选择 E.0， 
舍得 天 CVEK.eyCV(IK.25) 寺 1T， 命 

,VRE {fr VK,e), 
刚 Gf. 便 格 成 的 一 个 计 轿 盖 .。 应 用 定理 4.6. 3 于 这 -办 羡 ， 
证 信众 司 寺 这 : 狗 盖 的 单位 分 解 1 ， 靖 
9 df, C3) 


这 时 卜 示 对 这 样 : 些 / 求 和 和 ， 它 时 对 应 的 万 满 足 supp 太 CC 


= 站 


Gl， 因而 CG) 和 GD 成 立 ， 现 证 当 xEY(Ks) 时 ， 恒 有 了 zz) 一 
1， 因为 如 困 某 个 指标 不 出 现在 (3) 的 和 式 中 ， 这 就 意味 着 
suppfi 人 Go, 因为 suppAiTCO,, 即 万 (Cz) 一 由 于 是 

pr 一 Fr 一 Df =1.0 
在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 将 多 次 用 到 这 个 推论 ， 


3 4.7 复 平面 上 非 齐 次 Cauchy 
积分 公式 及 其 应 用 


4.7.1 非 齐 次 Cauchy 积分 公式 

前 面 讨论 的 是 全 纯 国 数 的 Cauchy 积分 会 式 ， 现 在 我 们 要 建 
立 连 续 可 微 函 数 的 Cauchy 积分 公式 ， 先 从 mr 一 1 的 情形 说 起 ， 

定理 4.7.1 设 只 是 C 中 具有 光滑 定向 过 界 的 有 界 域 . 如 果 
了 EC 总)， 那 和 对 每 个 aE 吕 和 


1 (AD 做 
fla) = Dr Ee dA 十 5 dAA da, (1) 


A 一 
证 取 e>0 充 分 小 , 使 得 
D,= {2— al<e) Cn 

记 0Q. 二 0 一 DD., 考 虚 (1,0) 形式 、8== 志和 dh 因为 二 -在 0 
中 全 纯 , 故 在 0 中 有 

dB = 8 +B=B= i YdlA a 
在 人 0 上 用 Stokes 公式 ， 

Ja— )e- |e- | 
命 E 一 0,3D, 上 的 积分 趋 于 2ri fa), 凡 上 的 积分 收 化 于 只 上 的 积 


分 ,由 此 即 得 (1)》 . 口 
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注意 ,如果 AE 及 (0), 则 人 一 0, (1) 就 变 成 大 家 熟知 的 


Cauchy 积分 公式 . 

公式 “1) 有 耐 称 为 非 齐 次 的 Cauchy 积分 公式 ， 

这 个 简单 的 公式 上) 在 解 3 问 题 时 有 重要 的 应 用 ， 

所 请 3 问题 是 指 在 域 人 上 给 定 一 个 (p,q 十 1) 形式 ,要 在 人 0 
上 找 个 Cp,g) 形式 ， 使 得 

a= (2) 

在 只 上 成 立 . 

由 $4.5 的 (ti3) 知道 亲 =0， 所 以 上 述 问 题 有 人 解 的 必 刘 条 件 
是 3f 二 0. 

当 户 一 4 一 0 时 ,这 个 问题 特别 重要 , 这 时 3 问题 可 自述 为 
给 定 一 个 (0，1) 形式 了 = > \ 六 (aas ,满足 缆 二 0， 要 找 一 个 


函数 xz， 使 得 = 了. 
4.7.2 平面 上 3 问题 的 解 
定理 4.7.1 可 以 用 来 解决 平面 上 的 3 问题 . 
定理 4.7.2 设 人 0 是 C 中 的 有 界 域 , fEC! (0) 且 有 界 , 命 


TD > 
uz) = 5 dA A dr € 0, (3) 


则 zx E C0), 目 学 一 fa 生 C1 7 这 里 C 是 一 个 常数 ， 
als = suplal. 
证 扩充 f 的 定义 到 整个 复 平面 上 , 当 z 各 人 时 ,定义 f(z) = 
0. 这 时 (3) 可 写 为 
nz) 一 于 上 A d= i jc 十 区 和 
从 和 了 EC) 即 得 zE CD). 面 定 a € 人 0, 取 &a 的 邻 域 站 ,使 得 
a 所 VCW. 根据 推论 4.6.6, 存 在 多 E CC] ,使 得 zl 三 1, 日 
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supp 多 忆 吕 . 若 记 


1 DC TO 一 OD 
ie) 一 | dA A dius{z) = 2 1 dah da, 
而 | a 由 于 (1 一季 站 二 0, 所 以 
i 
2t (2) 一 7 Fe A dA 


故 当 z EV 时 ,us 的 被 积 孜 数 尽 < 的 全 纯 函 数 ,因而 党 : = 0. 于 是 
在 V 上 有 


[0 
1TaceP i -并 [am 
本 | ds Ad = 2aiy A A 


因为 一 fECICC), 且 在 C 中 有 紧 支 集 ， 故 由 定理 4.7. 1,， 上 式 右 端 
等 二 (人 站 (>z) 一 六 xz) 特别 有 
(a) = f(a). 
因为 号 是 有 界 域 ， 存在 充分 大 的 尺 ， 使 以 中 中 任意 点 z 为 中 


心 ， 民 为 半径 的 圆 盘 均 能 盖 住 只 由 于 da 二 dx 二 idy， dA=dx 一 
idy，diAd4 二 2idx 信 dy， 所 以 对 任意 zES0， 有 


jaz) | 到 | 1 ldA A ddl 


二 FA > | drdy 
nn 天 


Hiz, Ky 


一 一 CA di. 
将 


= 2 及 站 了 | 。 口 


注意 , 因为 入 = 名 dX 一 fd7, 定理 4.7.2 中 的 4 实际 上 给 出 
了 布 端 为 (0, 1) 形式 fd 的 3 问题 的 解 , 而 且 给 出 了 解 的 一 致 估 
计 
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tad 和 Ch. 
4.7.3 具有 紧 支 集 的 3 问题 
人 
定义 4.7.3 Ep Czyqz, dz; 是 C* 中 的 
Cp，9) 形 式 ， 各 系数 所, 的 支 集 的 并 陈 为 六 的 区 集 ， 因 
suppA Pp/ 


宋 理 4.7.4 设 n 二 1}, /一 小 3S, C22 dz 是 中 的 (0,1) 形 


式 , ECICO DD). 7 二 1]， "ss 如果/ 具有 紧 支 集 直 ， 生 满 足 3 == 
0. 记 C -天 的 万 界 部分 为 1 2;,、 措 么 存在 唯一 的 晴 数 EC CD， 
使 得 if, 过 在 i 二 有 WE=, 


] CA A dA ， 
zf ) 一 5 oe, rr 2,) 有 一 ,gz 全 0”*. 
兰 记 4 zt， 则 上 式 也 果 写 为 
a A ar 
utr) 一 -nil tl 十 玉 ， Ta i) 内 


5 
从 有 EC CC") 即 知 xzECI (C") .由 定理 4.7.2 知 党 一 有. 现在 
要 证 明 采 一 户 ， 关 2，…， 六 由 于 


4f = Sp3 eds, A dz, 一 | a Zz A dx,s 
-1 
故 从 37 二 0 得 3 2. 十 蚌 对 于 了 一 2，…， ”有 
R= Dz, A 和 


最 后 的 等 起 用 了 定理 4.7.1 利 六 只有 紧 支 集 的 条 件 . 这 就 证 明 
了 二 f/f. 因为 了 具有 紧 支 集 六 ， 故 在 同 中 当然 有 了 一 6， 印 
头 一 0 所 以 z 在 8 中 全 纯 , 因为 天 是 紧 的 ， 只 要 |*s| 充 分 大 ， 
Co 全 有 wz} 一 D0 由 旭 ，, 的 连通 性 即 知 w [a 
二 0. 现存 容易 证 明 &# 的 唯一 性 ,如果 有 另 -个 三 也 满足 & 二， 
那么 8 (tw 一 tw) 一 0D， 即 z 一 扑 各 五 CC) ， 由 于 在 品 上 有 > 一 四 一 
0， 由 唯 --* 性 定理 得 wx 志 a 在 C” 上 成 并 ， 唯一 性 得 证 . 口 

4. 7.4 Hartogs 全 纯 开 拓 定 理 

定理 4. 7.4 可 以 用 来 证 明 下 列 重 要 的 Hartogs 全 纯 开 损害 理 . 

定理 4.7.$ 设 n 之 1,; 了 是 C" 中 的 域 ,天 是 人 0 中 的 紧 集 ， 如 
果 如 一 天 是 连通 的 ， 那 么 每 一 个 2 一 太 上 的 全 症 晴 数 都 可 全 纯 开 
拓 到 只 上 去 . 

证 设 了 是 如 一 天 上 的 一 个 全 纯 困 数 . 取 瑞 的 邻 域 YY, 使 得 
天 CT 所 有 .由 推论 4.6.6, 在 在 gEC* (C”), 使 得 gly 二 1, 且 史 有 
紧 支 集 玉 ,性 人 . 定义 
ff 部， 在 0 一 上 ， 

5 10， Cc 的 其 余 处 . 
因为 在 六 及 CC 一 尺 ， 上 部 一 0， 所 以 gg 是 -- 个 系数 为 C" 蚂 数量 支 
集落 在 下, 中 的 C" 中 的 (0,， 1) 形式. 设 六 是 C' 一 Ks 的 元 界 部 
分 , 那么 由 定理 4.7.4, 5 问题 加 二 g 的 解 & 在 人, 上午 竺 于 0， 定 
网 ， 
n= (1 一 各 ff ,在 人 一 天 上 ， 
Hs 在 VW 上. 
因为 gly 二 1， 所 以 二 是 在 人 上 有 定义 的 明 数 , 且 hEC” (0Q). 事 
实 上 ，AE 五 (QI)， 这 是 因为 在 了 上 ， 久 一 和 一 和 一 0， 而 在 妈 一 天 
上 ， 因 为 六 E 五 (8 一 天 7》， 所 以 
种 一 和 一 Ho 一 圳 一 ip 一 gg 一 上 一 0. 
站 


现在 证 明 产 |n :二 下 困 为 在 同门 【只 一 并 ) 十 , x 二 0, 9 一 0， 所 以 
二 了 f. 因为 下 是 紧 的 ， 所 以 刘 门 (RQ 一 KK) 不 宝 ， 且 如 一 天 是 连 
通 的 . 由 全 纯 隧 数 的 唯 -- 性 定理 知道 4 二 在 2 一 K 十 成 并 . 口 

定理 4.7.5 是 推论 1.3.6 的 推广 ., 粗略 地 说 , 当 wn>>1 时 , 有 
“ 洞 ” 的 域 上 的 全 纯 孙 数 都 能 全 纯 开 拓 到 “ 洞 ” 中 去 ; 或 者 说 全 纯 
域 是 没有 “ 洞 ” 的 ,这 是 多 复 变 种 单 复 变 的 一 个 重要 区 别 . 


§ 4.8 Bochner-Martinelli 积分 公式 


现在 我 们 要 把 定理 4.7. 1 推广 到 CC， 建立 C 中 有 连续 可 微 函 
数 的 Cauchy 积分 公式 . 

谍 ,上 是 上 中 两 个 点 ， 我 们 称 
Ka_utzb) 一 


神 


(CO— 1)71CE, — zd A A A Ac Adb A Adb, 
用 一 过 | 有 


ji 一 


为 Bochner-Martinelii 核 ， 它 是 关于 二 的 (nx，n 一 1) 形式 . 
当 妇 一 ] 时 ， 


Kp_wtsd)} = 


它 就 是 单 复 变 中 的 Cauchy 核 ， 
引进 记 叶 
{之 ) 一 dz 上 ep drs : 


(一 za ar 
全 一 zl 一 


nz) 一 DI YT isdan A A EA A deze,, 


7=1 
那么 Bochner-Martinelli 核 可 简单 地 表 为 - 
Ks ve ,D 一 一 2 和 we) 


5 一 > 
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这 里 了 有 了 时 也 称 汶 Leray 形式 . 
引 理 4.8.1 设 aEC， 对 任意 二 0 有 


| 下 [和 A mt) = ee (C1) 
28a ,El 
， mn DL2AI)" 
这 里 c= 二 (一 1) ”5 er 
HD DD a A dh A A TA ANd 
一 上 Ek 1 fs 
= SY dE Ad A ALA Ad,, 
J:=] 
二 nw(E). 


利用 Stokes 公式 即 得 


| nF) A w(t) = | A OEY A wl)) = | Ev 


dine 五 [aa 


Birr; 
一 | (COPEY) A uti) on | wt) A wb). 
Rita.E) Mia,ey 


(2 
由 于 纶 ,A dE, = Cdr, tdy) hh drt idy) = 2idr, Ndy,, 
所 以 


wb A we = dl A Ad Ad Ah: Ade, 
= (— DT 2dr Ady Ne A dr, A dy, 


二 (一 1 C90: )*cd,,, 
这 里 dm 是 RF 中 的 Lebesgue 测度 . 于 证 


| wE) A wf) = 1 27m Blase)) 


Dro,ey 


dtn 1 分 2 , ， 
一 【一 2 一 Eo— cee, 


所 它 代 入 C2) 即 各 (1) . 口 
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了 下面 是 定理 17 1 在 ' 中 的 推广 ， 
定理 4.8.2 设 只 是 上 5c 上 有 CC 边界 的 有 异域 ， 如果 ffE€ 
(57 那么 对 每 个 xE 吕 有 
f= EDK vc 一 二 |GD A Kewle,t). (3) 
| 


加 
[3) 式 称 为 Bochner-Nlartinelli 积分 公式 . 

证 ”证明 的 方法 和 证 明定 理 4.7.1 完全 一 样 . 固定 xz€E nN, 取 
充分 小 的 s 守 0， 使 得 Btz12) Cn. 记 人 = 一 万 (z,s). 容易 知道 
22 一 A022UaBtz,e) ， 对 形式 Ko_y(z ;中 在 人 2 上 用 Stokes 公 
式 得 
[FOEKs st 一 | FOKs ust = [df Ks wsb)) 
加 六 


NRL, tt) 


(4) 
现在 来 计算 (4) 右 端的 被 积 形 式 . 由 于 玉 s_wlz15) 是 n,n 一 1) 形 
式 , 所 以 了 CDKs_wlzs8)} 二 0, 因而 有 
df EI KE vet)) = HE Ks ulz,E)) 
= FE) A Kg wlzst) + FOaKE nz,t). 
但 


一 二 一 
OKs_w( 一 一 一 一 
SB—M 2) 无 | 


_™ i [Sz i 
2 i) A el) 


jo(D A wt) 


I Ea je A ed) = 0 
所 aC Rg yr) =af() AK wlzst), 代入 (4) 得 
[fe Ka ule,b) 一 | fCOKs net) 
2 


IET 
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一 | areo A Ks ulz,t). (5) 
i 


配 
[ fHKe yet = £6) | EA 
BLTt) HE 
十 | SE) FNE x) A wb) 
a [Ez|™ 
+L. 


由 引 理 4. 8. 1 知道 五 二 ncsf (zx) . 由 于 EC (5)， 所 以 当世 
3B(z,8) 时 , 有 | 6) 一 f(z) | 所 C5 一 z1, 仍 由 引 理 4. 8, 1 得 limz 
二 0, 因而 

lim | fHORs mz,8) 一 ncsf (2). C6) 


afzsel 


在 (5) 中 命 e=0， 利用 (6) 即 得 (3) . 口 
推论 4.8.3 设 人 是 C" 中 具有 CC? 边界 的 有 界 域 ， 如果 FE 
ODN 门 玉 (2)， 闭 么 对 任意 zEDN 有 


f(z) = | Ks we 人， (7) 
“加 


证 因为 了 ECI 5) ,所 以 (人 337 成立, 又 因 AE 万 (CO) ,ar=0， 
从 (3) 即 得 (7) .:D 

公式 (7) 用 全 纯 图 数 的 边界 值 表 示 了 全 纯 国 数 ， 而 且 积 分 核 
天 sa (zyt) 不 因 域 而 异 , 它 是 一 种 Cauchy 积分 公式 . 但 是 它 有 
一 个 明显 的 缺点 , 核 玉 s-uw kz， 旨 不 是 的 全 纯 省 数 , 因此 对 一 
般 的 了 而 言 ， 积 分 


| fF Ks ub) 


不 一 定 表 示人 全 纯 国 数 ， 这 是 和 单 复 变 的 Cauchy 积分 公式 的 最 大 
的 不 同 之 处 . 正 是 由 于 这 个 原因 ， 公式 (3) 不 能 用 来 解 总 >I 时 
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的 3 问题 . 我 们 将 在 $6.7 中 对 这 一 问题 作 进一步 的 讨论 . 
[ 注 记 ] 


Cauchy 租 分 公式 在 复 分 析 中 的 重要 性 是 众所周知 的 ， 在 案 复 灾 中 ， 它 
首先 被 挫 广 到 多 笠 柱 (定理 1.2.17. 止 如 此 们 在 第 一 意 中 已 经 看 到 的 ;用 这 
个 公式 吕 以 把 单 复 变 中 很 密 辣 果 推 广 到 多 复 变 . 这 是 一 个 比较 老 的 结果 . 
酝 估 们 入 长 时 间 不 知道 款 的 Canchy 积分 公式 是 什么 样子 ,直到 本 世纪 50 生 
代 中 期 , 华罗庚 教授 [Hua] 得 到 了 四 类 典型 域 的 Cauchy 积分 公式 ,作为 第 

- 烤 暴 型 域 的 一 惠 特 跌 情 形 ， 大 们 才 得 到 球 的 Cauchy 积分 公式 ，1964 年 
Bungart [Buj 又 重新 独 妆 地 得 到 了 这 个 公式 ,这 时 的 证 戎 选 自 [Ru2] . 华 
罗 虎 教授 通过 群 表示 论 的 方法 , 坦 接 计算 出 四 类 典型 域 上 的 完备 正 交 系 , 问 
时 丸 在 它 作 的 特征 边界 上 规范 十 奖 ， 从 而 获得 四 类 典型 城 的 Cauchy 核 . 关 
于 连 半 可 微 清 数 的 Cauchy 积分 公式 {定理 4.7.1) 首先 是 由 了 Pompeiu 在 
1912 年 证 明 的 , 但 长 期 以 来 似乎 被 人 们 遗忘 了 . 直到 1950 年 ，A. 
CGrothendieek 和 了，Dolpbeault 用 它 来 解 单 复 变 鸭 非 放 次 Cauchy-Riemann 方 
程 《 则 定理 4.7.2) 时 ， 人 人 们 才 发 现 它 的 意 匀 所 在 . 关于 Hartogs 全 纯 开 拓 
定理 《定理 4.7.5)， 我 们 这 里 采用 的 是 1.，Ehrenpreis [Ehj 的 证 明 ， 他 用 
具有 紧 支 集 的 3 问题 的 稻 {定理 4.7.4) 作为 工具 . 这 一 定理 的 其 它 证 明 方 
法 可 参见 [Rn, p. 159] 或 [Bo]，Pompeiu 公式 (定理 4.7.1) 在 Cr" 中 的 推 
广 : 即 Bochner-Martinelli 积分 公式 首先 于 1938 年 由 EE. Martinelli 得 到 ， 后 
于 194] 年 及 被 S，Bochner 重新 独立 地 得 到 . 这 个 公式 的 最 大 缺点 , 赴 如 正 
交 中 所 指出 的 那样 , 它 的 积分 核 不 是 : 的 全 纯 函 数 . 在 $6.7? 中 我 们 将 要 通 
过 它 来 构造 一 个 对 z 全 纯 的 核 , 也 只 有 在 构造 出 全 纯 的 核 之 后 , 积分 表示 娃 
论 才 能 成 为 志和 基 变 中 一 个 有 用 的 工具 - 这 一 点 在 第 六 章 中 将 得 到 进一步 的 
阐明 . 关于 积分 表示 的 理论 可 大 个 [Rnj] . 
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在 $ 1.3 中， 我 们 介绍 了 多 复 变 中 :种 与 单 复 变 有 本质 族 异 
的 现象 一 ”Hartogs 现象 ,也 就 是 党， 当 n 访 1 时 ,在 C” 中 存 作 这 
梓 一 种 域 - 其 {的 所 有 全 症 基数 玫 叮 全 纯 开 拓 到 比 它 丈 到 的 域 中 
去 . 在 复 平面 CC 上, 这 样 的 域 是 不 存在 的 . 我 们 把 不 发 生 Hartogs 
现象 的 域 称 为 全 纯 域 ， 即 闪 不 存 柱 比 虽 更 大 的 域 人 并， 使 得 日) 
中 所 有 岗 数 和 部 能 全 纯 并 拓 到 旧 ' 中 上 友 ， 就 称 昌 为 全 纯 域 ， 企 1.3 
中 ， 我 们 还 证 明 广 ， 吹 式 上 是 域 - : 定 是 全 纯 域 . 但 全 纯 域 末 必 是 欧 
开 瑟 的， 在 本 童 中 ,我们 可 引进 全 纯 西 域 各 氢 西 域 的 构 念 ， 它 们 
恰好 都 肇 夯 了 全 纯 域 ， 


$5.1 全 纯 廿 域 


5. 1. 1 欧 氏 凸 域 的 特征 

在 引进 全 纯 凸 域 的 概念 之 前 ,我 们 再 深入 讨论 一 下 欧 氏 凸 域 . 
为 方便 起 见 , 我 们 只 讨论 复 平 面 上 的 西域 . 从 解析 几何 中 知道 , 平 
面 上 一 条 直线 i(z) 二 ar 十 by 十 c 二 0 把 平面 分 成 两 部 分 ; 

Hr ={zECH2) 0 ,Hr = {EECA(2) 0). 

现在 利用 上 面 这 种 术语 给 出 平面 上 欧 氏 凸 域 的 定义 

定 半 5.41 设 CG 是 CC 的- -个 村 集 ， 如 果 对 每 个 za EC 一 全， 
存在 通过 x。 的 直线 !， 使 得 GCE ，G 就 称 为 欧 氏 凸 域 . 

下 面 给 出 集合 G 的 几何 凸 包 的 概念 . 

定义 5.1.2 设 忆 是 C 的 - -个 了 了 集 , 称 
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G 一 izECHe)Ssupt()， 对 所 有 实 线性 函数 站 
为 蕊 的 几何 同 包 . 

;的 几何 喇 包 有 十 列 人 简单 性 质 . 

命题 5.1.3 设 CGCC 是 剑 一 子 集 ， 册 

{1) GTC, 

Ci) G 是 财 的 和 歼 氏 吊 的 ; 

Qii) 如 果 G 大 闭 的 和 欧 氏 册 的， 那么 G= G 

(yy G =G,; 

Cv) 设 CCGCC， 则 GCG,. 

证 6) 从 总 的 定义 即 明 . 

Gi) 我 们 证 明 C-- 亡 是 开 的 . 任 取 zzEC 一 ,因为 避 信 曲 ， 
改 存在 ?7E 民 ,这 里 工 是 实 线性 函数 的 全 体 , 使 得 4(zo)>>sup4 (6). 
因为 /是 连续 的 ,所 以 lz) > supl(d) 在 xm 的 一 个 邻 域 中 成 立 , 因 
而 C 一 避 是 开 的 , 即 避 是 闵 的 . 为 了 证 明 很 是 欧 氏 凸 的 , 取 > 和 
! 如上. 记 坟 (2) =L(z) 一 1(z0), 则 直线 g={zEC: 1!” (z)=01 
通过 z。， 且 当 z€ 人 时 ， 

2d” (Cz) SP (6) supl(6) H(z 0, 
即 G 入 7 ， 因 而 和 是 欧 氏 凸 的 . 

(ii 已 知 GCG, 现 证 避 CG, 任 取 zoE, 邵 果 zo 人 多 G， 因 
为 妇 是 财 的 ， 所 以 存在 x, EEG， 使 得 >， 离 = 的 距离 最 短 . 记 线 段 
号 1 及 1 的 中 点 为 您 业主 由 因 空 3 离 z。 比 =; 离 z。 更 近 ， 所 以 zz 信鸽. 由 于 
G 是 欧 氏 凸 的 ,存在 i 测 , 使 得 i (zs) 一 0, GCH;7, 即 i (zx) < 
0 对 所 有 zEG 成 立 . 但 1z0)>>0， 因 而 z 信 GG ， 这 是 矛盾 . 

(iv) 从 人) 和 Gii) 即 得 . 

4v] 因为 对 所 有 了 E 工 ， 有 supl IS supl ls), 
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由 此 即 得 GCCG， 

推论 5.1.4 号 是 包含 G 的 最 小 的 闭 欧 氏 凸 集 . 

证 ”如果 GCGM，M 是 闭 的 欧 氏 凸 集 ， 那 么 和 让 命题 5. 1. 3 的 
(起 相 (ii) 得 GCM=M. 中 

推论 5.1.5 如 泉 G 是 有 界 的 ， 那么 @G 也 是 有 界 的 . 

证 因为 如 是 有 界 的 ， 必 有 一 闭 窍 形 久 使 得 GCSQ， 因 为 QQ 
是 闭 的 欧 氏 山 集 , 故 由 推论 5.1.4，CCQ, 即 忆 是 有 界 的 口 

命题 5.1.5 设 GCOCC 蚌 一 个 开 集 ， 那 么 5 是 欧 氏 凸 的 充分 
必要 条 件 是 从 天 二 CG 能 推出 居 己 忆 G. 

回忆 一 下 , i 号 上 CCG 是 指 玉 相对 于 GG 是 紫 的 , 即 尺 是 紧 
的 ， 且 下 CG ( 见 定 义 1. 2. 4)， 

证 必要 性 设 G 是 欧 氏 屿 的 , 且 上 KC 乞 CG. 因为 六 是 紧 的 ， 
所 以 天 有 界 . 从 命题 5. 1. 3 (ii) 和 推论 5. 1. 5 知道 玉 是 有 界 的 且 
是 闭 的 ,因而 是 紧 的， 现在 证 明 天 CC， 如 果 存 在 amE 天 一 G, 因 
为 G 是 欧 氏 唔 的， 所 以 存在 EE, 使 得 ! (zo) = 二 90， 对 Y xz 和 人 有 
1z)<0， 由 于 下 CG， 且 民 是 紧 的 ， 所 以 

supi(2) supl(z) 0 一 人 ze 


这 和 za 皇 到 相 蔬 慎 ， 因 而 大气 G. 


充分 性 “如果 天 CCG 草 含 天 斑 CG， 我 们 要 证 G 是 欧 玩 由 
的 ， 我 们 知道 ， 过 * 的 直线 & 可 用 复数 表示 为 上 一 {z: 一 so 十 
ia，fER. a 是 一 个 男 定 的 复数 }， 我 们 用 g+ 间 g 分别 表示 器 的 
正 、 久 射线 ， 旭 

一 {2: z=gutita, tO0}, gg = {xz: =zotta, tA0), 
现 取 zo 乞 各， 我 们 证 明 过 zx 的 每 舟 直 线 g， 或 者 g 站 = 族 ， 或 
者 8 个 G 二 避 . 不 然 的话 ， 存 在 这 样 的 g, 德 得 g1+ 门 GR 多， g 
门 G 千 人 V，、 设 
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zotiat gMNG, 


zi—z0ttraeg MG. 
命 p 一 二 守之 0， 记 一 1 一 加 二 过 0， 则 pzi 十 przs 一 zo， 设 
EL 是 任意 政 性 函数 ,我 们 证 明 
tz) Em 一 有 区 人 全 i (2 )). 

不 妨 设 1 (zx) ==ax 十 5y 是 齐 次 的 《因为 对 非 齐 次 的 只 要 加 上 常数 
就 行 )， 于 是 

tien = pe pz — plz) pot (x2) 

mp pi) = mm. 


现在 命 玉 二 {zj，z2z}， 刚玉 CCG， 因而 六 CCG， 因 为 对 每 个 
[EE 工 均 有 


Ilzo Emax tite) (zs)) =supi(z) ， 


所 以 =E 玉 ， 这 和 zo 人 @G 相 矛 秆 ， 这 样 我 们 就 证 明了 过 zo。 亿 CG 的 
每 一 条 直线 最 多 只 能 有 半 条 和 G 相交 ， 绕 z。 适当 转动 这 种 直线 ， 
邵 可 得 到 和 G 不 相交 的 直线 g, 且 使 GCH; .因而 G 是 欧 氏 凸 域 . 
日 

命题 5. 1.6 可 以 用 来 作为 欧 氏 西域 的 定义 . 

5,1,2 全 绅 凸 域 及 其 特征 

现在 回 到 全 纯 域 ， 从 全 纯 域 的 定义 可 以 看 出 ， 一 个 全 纯 域 经 
过 全 纯 坐 标 变 换 后 所 得 的 域 仍然 是 全 纯 域 ， 但 欧 氏 凸 域 却 没 有 这 
个 性 质 ， 从 命题 5. 1.6 的 角度 来 看 ， 由 于 定义 几何 凸 包 时 用 的 是 
线性 函数 ， 它 在 全 纯 坐 标 变 换 下 当然 不 再 保持 线性 了 ， 如 果 把 线 
性 函数 换 成 全 纯 函 数 ,这 种 在 爹 纯 坐 标 变 换 下 的 不 变性 便 可 保持 ， 
这 就 引出 全 纯 晤 域 的 概念 . 

定义 $.1.7 设 G 是 C' 中 的 开 集 , KCG 是 G 的 一 个 子 集 ， 
称 
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玉 一 {z 和 人 :| 大 (sz) 所 sup 1 (6) |, 对 每 一 个 f€ HCG)i 
为 下 在 f3 中 的 爹 纯 凸 包 . 

和 几何 凸 包 一 样 ， 例 纯 凸 包 也 有 下 面 的 简单 性 质 . 

命题 5.1.8 设 G 是 C" 中 的 开 集 ,天 是 G 的 子 集 ， 那 么 

0) KEK, 

Gi) 下 是 GG 中 的 闭 集 ; 

Cii) K=K, 

(iv) 如 果 K,CKK, 叶 G， 那 么 KK,CCG; 

Cv) 如 果 天 有 界 ， 那 么 久 也 有 界 

证 ” (i) 显然 . 

(ii) 和 命题 5.1.3 i) -- 样 ,证 明 起 一 六 是 开 集 . 

Gii) 由 G) 知 六 己 太 ， 因 为 当 xE 诺 时 ， 对 任意 fEH (GO) 
有 |ftz)1 志 sup1f05)1, 所 以 由 (Cs [sup 170) | 对 任意 FE 


五 (G) 成 立 .现在 任 取 zE 五 , 则 
[fe) | suy ,fF) |<sup [freyl, 


EE 上 
即 = 所 以 ， 所 以 玉 忆 六， 
(iv) 若 取 zE 下 ,， 则 对 每 个 AE 五 (G) 有 
fz) | sup lA) |<sup lf (D1, 


即 z€ 久 ,， 由 此 得 ,CK 
(vy)】 如果 天 有 界 ， 则 必 存 在 尺 >>0 使 得 
KC {z= (gy ry, zr}: zlRR, j=1, ,nn}. 
命 六 (z) 一 下 则 六 和 五 (G) ,于 是 当 zE 玉 时 ,有 
(zl= fz) lsup | f(z)|=sup lz lsR, 


所 以 久 是 有 界 的 、 口 
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现在 给 出 全 纯 出 域 的 定 浆 . 

定义 5.1.9 设 G 是 C" 中 的 开 集 ， 如 果 对 任意 KCG, 从 下 
CCG 能 推出 下 CCG， 就 称 G 是 全 弛 上 的 . 

从 命题 5. 1.6 我 们 自然 猜想 到 全 纯 域 就 是 爹 纯 凸 域 ， 这 个 猜 
想 是 完全 正确 的 ， 它 的 证 明 将 在 下 节 中 给 出 . 下 面 先 给 出 判断 一 
个 域 是 否 全 纯 凸 域 的 充分 必要 条 件 . 为 此 先 证 明 几 个 引 理 . 

在 引 理 44. 站. 4 中 已 经 证 明 ， 如 果 I 是 一 个 开 集 ， 那么 
定 存在 C 的 一 个 正规 帘 竟 {KK,} , 即 {KK,} 是 满足 下 面 三 个 条 件 的 
G 的 一 列子 集 : 

(i) 天; 是 紧 的 ，j= 二 ]，2， 

Cii) UK 一 G 

(iiiy K,CK,, j=1, 2, 

如 果 G 是 全 纯 西 的， 我 们 还 可 要 求 天,= 贸 ,， 这 就 是 下 面 的 

引 理 5. 1. 10 mm 如 果 G 是 全 鳃 上 吓 的 ， 那 
么 一 定 存在 的 一 个 正规 穷竭 { 玉 ,} ， 使 得 

,= K,, 了 一 1, 2, Wii 

证 设 {KK,} 是 GC 的 一 个 正规 穷竭 ,那么 对 每 个 j, 都 有 五， 
CCG, 因为 G 是 全 纯 凸 的 , 所 以 下 , 王 CG, 因而 下 ;是 G 的 紧 子 
集 . 今 用 归纳 法 构造 一 列 新 子 集 ， 命 K? 一 廊 ,, 则 廊 ? 二 KK, 二 廊 ， 
二 大 7. 现 霞 定 下 !， Wp 太 已 定义 好 ， 它们 满足 Er 是 紧 的 且 
天 一 天 ,I1 一 1，…，j 一 1， 对 于 天 1， 一 定 存 在 充分 大 的 正 整 
数 A (7)， 使 得 到; CK). 邻 定义 天 "一 天 sn， 出 天 一 天 ,一 
Kis=K:, 且 天 7 是 紧 的 ， 而 且 

天 ， CK CK = ky, 
UK; = U KS UK =6. 
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因此 {K”} 就 是 要 找 的 一 列子 集 ， 口 

引 理 5.1.11 设 G 是 C" 中 的 开 集 , KK 是 G 的 一 个 子 集 对 
于 任意 给 定 的 正 数 es，M 和 p€G 一 上 ， 存 在 fE 日 (G), 使 得 
suplf (2) |<e, |f(p) |>M. 


证 ”因为 在 天， 故 必 存在 AE 互 〈G)， 使 得 
aCp) | >sup lh Cz). 


取 * 满 足 |h(p)1>s>sup|h(z)| :并 命 g(xz) 一 十 h(z) ,那么 


lgtp)|>1,suplg (z) | 三 1， 于是， 取 充 分 太 的 自然 数 mm，f(z) 
二 g"(z) 就 是 所 要 的 函数 . 口 

引 理 5.1.12 设 C 是 C 中 的 开 集 , {KK,} 是 扫 的 一 个 正规 穿 
竭 ， 满 足 天 ,一天 ,，j 一 1，2，，… 如 果 pjEKii 一 K,, j=1, 2， 
… 那 么 存在 feE HH(G)， 使 得 lim | 7) 一 

证 ”我们 用 数学 归纳 法 来 构造 一 列 全 纯 函 数 { 记 }, 使 得 它们 
满足 下 面 两 个 荣 件 ， 

fiy》 Sbp 六 (<2 7=1, 2 


(iD fCpD >ItL+E 1p)) ,j=2,3,. 

取 刻 =0， 对 于 L222， 假定 满足 人 、{fiiD 的 让，…， fi 已 经 取 
到 ， 因为. 冬 尺 ,, 根据 引 理 5.1.11, 一 定 存在 EH (G), 使 得 
sgp {fio N27 fp >0t1t EI Ap 
这 就 证 明了 满足 (i)、(ii) 的 函数 列 是 存在 的 ， 从 (i) 知道 级 数 
三 ,在 G 中 内 闭 一 臻 收敛. 设 其 和 为 了, 则 fe 五 (G). 我 们 证 明 

就 是 要 找 的 未 数 ， 事 实 上 ， 由 《ii) 可 得 
fp) P21 AP) EfApD it 3 | 天 (pp 


但 由 0)， 
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Ef |< 三 21 
由 此 即 得 if(p)1>j, 即 lm 0 

现在 很 容易 证 明 

定理 5.1.13 C” 中 的 域 G 是 全 纯 止 域 的 充分 必要 条 件 是 ， 
对 每 一 个 趋 于 边界 z 的 点 列 {p;}， 存 在 /EH (G)， 使 得 
{ 太太 无 界 . 

下 ”充分 性 ”如果 串 不 是 全 纯 上 四 的 ， 则 必 存 在 G 中 的 紧 集 
天 ， 使 得 天 不 紧 , 因而 有 {p,} 己 必 ，p,>aC. 但 因 kK 是 紧 的 , 故 
有 

(ftp) ssup lf|=M< 0 
对 每 一 个 fE H(G) 成 立 ， 这 和 假设 相 了 矛盾 ， 

必要 性 ”因为 G 是 全 纯 凸 的, 根据 引 理 5. 1. 10, 存在 安 的 一 
个 正规 穷竭 { 天 ,}， 使 得 天 ,一 大，7 一 1，2，… 现 设 {pj} 是 任 - 
一 给 定 的 趋 于 3G 的 点 列 ， 我 们 证 明 存 在 {pj} 的 子 列 {p,} 和 严 
格 递增 的 4 (RE) EN， 使 得 

产生 Kun™— Kn. 
事实 上 , 在 tp;} 中 任 取 一 点 , 记 作 pi， 记 4 (1) EN 是 具有 有 p， 
E Kw 性质 的 最 小 足 标 ,因而 p, € Kxoy 一 及 oy_ i. 因为 {p,} 站 Ko 
是 有 限 集 , 故 可 取 Pi, 1p;} 一 下 nw 再 设 A(2) 是 具有 Pi, EE Ks, 
性 质 的 最 小 的 足 标 ， 则 4 (2) 一 A (1)， 且 pr EK — Ki 1 这 
个 过 程 一 直 进 行 下 去 , 便 可 得 到 所 需 的 {pi} 和 {Kw}. 由 于 pp 
所 天 xb 一 天 xl1， 由 引 理 5.1, 12， 即 知 所 需 的 函数 存在 . 日 

利用 这 个 定理 ,马上 可 以 判断 某 些 域 是 全 纯 凸 的 . 

命题 5. 1. 14 复 平 而 上 的 每 一 个 域 都 是 全 纯 凸 域 . 

证 设 G 是 C 中 的 域 , {pj} 是 G 中 一 列 赵 于 拓 的 点 ， 如果 
{Pp,} 无界， 那么 函数 f(z) 一 z 在 {p,} 上 无 界 . 如 果 {p,} 赵 于 
ac 上 上 某 点 p， 那么 函数 7Kz) 一 (z 一 p)-! 在 {p,} 上 无 界 . 由 定理 
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5.1.13，C 是 全 纯 凸 域 . 口 

命题 5. 1.15 申 的 欧 氏 凸 域 一 定 是 全 纯 凸 域 . 

证 设 C 是 C 中 的 欧 氏 凸 域 ， 对 于 每 点 户 和 吧 ， 用 定理 
1. 3.10 的 证 明 方 法 可 以 证 明 存在 gE 如 (GQ), 它 在 G 中 没有 零点 ， 
但 gcp}==0,; 因 而 f==g-1EHCG}, 但 三 在 任意 赵 于 户 的 点 列 
{p,} 上 上 无界. 由 定理 5.1,.13，C 是 全 纯 凸 域 . 0 

最 后 举 一 个 非 全 纯 凸 域 的 例子 ， 

例 5.1.16 当 n 访 1] 时, 域 G={zEC"; 1 之 |z| 之 2} 不 是 全 
纯 凸 域 . 

证 取 开 一 {zxEC"， |z| 一 到 }， 则 天 CCG， 由 推论 1. 3.6 
知道 , 每 个 FE 二 (GG) 都 能 全 纯 开 拓 到 球 B(0,2), 即 存在 BC0.,2) 
上 的 全 纯 函 数 握 当 zEG 时, F(z) 一 f(z)， 由 最 大 模 原 理 ， 当 
1<<|z| 所 宛 时 ， 

|f(z)1= |F (2) |< sup IF C8)| 


一 字 


一 | =supl/(8) | ， 


这 说 明 [zEG: |z| 委 冯 |C 关 ,故居 的 闭 包 不 在 G 中 , 所 以 G 不 
是 全 纯 凸 域 . 口 


3 5.2 Cartan-Thullen 定理 


这 一 节 讨 论 全 纯 凸 域 和 全 纯 域 的 关系 ， 我 们 将 证 明 它们 是 等 
价 的 . : 
5.2.1 全 绅 域 一 定 是 全 绅 凸 域 
设 z，wEC, 记 d(z,w) =max|z, 一 wi|. 车 4, B 是 C" 中 
的 两 个 集合 ， 定 文 
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dABY=inf dz rw) rE A,wEBI. 
我 们 首先 证 明 全 妤 不 一 定 是 全 纯 贞 的， 证明 的 关键 是 下 面 的 
企 纯 凸 包 的 一 个 重要 的 几何 性 质 ， 
定理 5.2.1 设 G 是 C" 中 的 全 纯 域 , 天 CCCC， 那么 
dK,C— 0G) = dK,C — G0). C3) 
证 因为 上 CCG， 所 以 dK,，C" 一 G) 汪 0， 取 se， 使 得 
了 (K, CG) >e>0. 作 
KK = {zc :dlzrK) Ss), 
则 下 .是 有 界 闭 案 ， 从 KC 一 G) > 知道 KCG,， 任 取 zE 
天 ,， 记 了 (zz, ey) 为 以 z 为 由 心 ,E 为 半径 的 多 图 柱 , 则 已 (ze) 忆 天， 
CG, 于 是 ,由 定理 1. 2. 3 的 Cauchy 不 等 式 , 对 任意 FE 五 (5G)， 
有 


PD) S ET SpA |， (2) 


这 个 不 等 式 对 任意 EK 成 立 ， 现 在 任 取 aE€ 版 ， 由 攻 的 定义 及 
(2) 得 


2 suP|7 Ge) |、 (3) 
由 于 帮 . 县 紧 的 ， saP 17 (| 一 <coe， 故 从 (3) 可 得 


(PD*f) ta) zal |e oanll” 
i <M 全 和 | 


| Da 和 sup (D/Cz)| 


(zo— A) 


这 说 明 对 任意 JE 五 (4G)， 展 开 式 
F(z} 一 > LD, 一 a)” Cad) 


在 Pta，e) 中 成 立 ， 由 此 便 可 得 4d (Ca, CC" 一 C) 之 5E、， 事实 上 ， 如 
果 dita; C" 一 上 G) 一 8<<e， 则 必 有 58EC" 一 G， 使 得 dta, 58) 一 3 
E， 即 ee Pla，s)， 这 就 是 说 
Plaea) ff (C—O 关 庚 ， 
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既然 (4) 在 Pla，s) 中 成 立 ， 这 说 明 每 个 fE 互 〈G) 能 全 纯 开 
拓 出 G, 这 和 G 是 全 纯 域 相 矛 盾 . 由 于 a 是 玉 中 任意 点 ， 所 以 得 
4 ( 玉 ，C" 一 G) 之 e， 这 样 我 们 就 在 4 (KK ，C" 一 G) > 的 假定 下 ， 
证 明了 4 (下 , C" 一 G)》 沪 e. 现在 就 利用 这 一 结论 来 证 明 (1). 因 
为 天灾 下 ， 所 以 本 站，C 一 G) 志 d(K，C" 一 G)， 如 果 等 号 不 成 
立 , 不 妨 设 dtK; CC 一 G) 一 4 天 ;CC" 一 G) > 六 >0. 现在 取 & 二 
d(C 一 G) 十 7， 则 得 4( 天 ，C* 一 G) >>e! ， 因 而 ce 天，C 一 
G) 交 8' 一 4 天， CC 一 G) 十 7, 即 7 所 0. 这 和 ?的 取 法 相 天 盾 , 因 
市 (1) 成 亲口 

作为 定理 5.2.1 的 简单 推论 ， 我 们 有 

定理 5.2.2 QC" 中 每 个 全 纯 域 一 定 是 全 纯 凸 域 . 

证 因为 天 CCG 等 价 于 dCKK,C" 一 G})>0. 故 由 定理 5.2.1， 
从 天 CCC 立刻 可 得 下 己 CG， 因 而 G 是 全 纯 点 的. 口 

5.2.2 全 纯 凸 域 一 定 是 全 缠 域 

定理 5.2.2 的 道 也 是 成 立 的 ,实际 上 ,我 们 在 证 明定 理 
5. 1. 13 的 必要 性 时 , 已经 证 明了 全 纯 西 域 一 定 是 全 纯 域 , 不 过 我 
们 现在 想 证 明 得 更 多 一 些 . 下面 我 们 将 证 明 ， 在 全 纯 凸 域 G 上 存 
在 这 样 的 函数 fE 互 〈G)， 它 在 2 每 点 附近 都 是 无 界 的 ， 为 此 ， 
先 证 明 下 而 的 

引 理 5.2.3 设 C 是 C 中 的 域 . 若 {KK,} 是 如 的 一 个 正规 穷 
竟 ， 那 么 存在 如 中 的 点 列 {p,} 和 严格 递增 的 自然 数列 {5,}， 使 
得 - 

(iD pEK, 0K, j=1, 2, °° 

(i) 对 于 每 个 上 E az 和 8 的 邻 域 上品 ()，UCONMG 中 必 有 
{p,} 中 无 穷 多 个 点 . 

证 设 a 是 CC 中 任意 有 理 点 , r 是 杜 意 正 有 理 数 ， 记 
A= {BlaNBlan NG Ba NN C—O 立 他)， 
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显然 ， 4 是 可 列 集 ， 可 排列 为 B,，B，… 命 
D,=B,NG, j= 1,2, 
任 服 pEDi, 国 Di=BINGCG, 而 G=UK.=U CE 一天， 
开 , 一 好 , 故 存 在 某 个 vEN, 使 得 户 和 天 一 天 今 从 户 设法 选 
ps. 从 万 : 的 定义 以 及 天 :是 G 中 紧 集 这 一 事实 , 即 知 Ds 一 KK 
不 空 . 任 取 ps€ DD 一 K,41, 因为 zaE DCG, 故 必 存 在 wEN, 使 
得 pi€ 民 ,4 一 尺 ,. 因为 p; 驴 KK ， 故 必 有 % 之 v1 这 个 过 程 一 直 
可 以 进行 下 去 ， 我 们 得 到 {1p,} 满足 : 
p, E Kn -一 K,,p, 筷 六 ,一 K, ry > bl: 

现在 证 明 9G 的 每 一 点 都 是 { 户 } 的 极限 点 . 为 此 , 任 取 E96， 如 
果 的 邻 域 UC) 中 只 合 {p:} 中 的 有 限 个 点 , 设 这 有 限 个 点 与 8 


的 最 短 距离 为 6. 今 在 B|5, 了 | 中 取 一 充分 车 近 的 有 理 点 8" , 取 


一 小 于 多 的 正 有 理 数 ,使得 B ("7) CBI$, 多)， 且 B (8*， 
r) NGE GC, BOU', 7) NN C0) #2, 因而 B (*,r) € 
4,， 不 妨 记 五 (5" ,rr) 一 总 显然 B, 中 没有 {pi) 中 的 点 . 得 由 
{pi} 的 构造 知道 , p.E D,CB,, 这 就 产生 了 牙 盾 , 因而 UGC》 中 必 
有 {pr} 中 无 穷 多 个 点 ， 口 

现在 容易 证 明 

定理 5.2.4 设 G 是 "中 的 全 纯 凸 域 ， 则 必 存 在 G 上 的 全 
纯 函 数 记 它 在 6 每 点 附近 都 是 无 界 的 , 即 BG 是 了 的 自然 边界 . 

证 由 引 理 5.1.10,， 存在 6G 的 一 个 正规 穷竭 {K,}, 使 得 友 ， 
一 玉 ,，j 一 1，2，… 再 由 引 理 5. 2. 3， 存 在 点 列 {p;) 和 严格 弟 
增 的 自然 数列 {v,}， 使 得 户 笃 天 +: 一天, ，3aC 上 的 每 一 点 都 是 


{p,} 的 极限 点 . 由 于 ( 故 ,} 也 是 G 的 一 个 满足 天, 一 天 。 的 正规 穷 

竭 , 故 册 引 理 5. 1.12, 存在 fE HH (G), 使 得 limlf(p) =. 由 

于 ac 上 每 点 都 是 1p,} 的 极限 点 ， 故 了 在 3G 每 点 附近 无 界 . 口 
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由 此 立刻 可 得 

定理 $5.2.5 CC 中 每 个 全 纯 凸 域 一 定 是 全 纯 域 . 

证 由 定理 5.2.4 即 得 . 口 

综合 上 面 的 结果 ， 我 们 得 到 

定理 5.2.6 (Cartan-Thulieny 设 忆 是 CC 中 的 开 集 ， 则 下 
到 事实 等 价 ; 

(1) GG 是 全 纯 域 ; 

(ii} G 是 全 纯 四 域 ; 

(iii) 存在 一 个 心 上 的 全 纯 函 数 ， 它 以 3 为 自然 边界 . 


3 5,3 Levi 厚 [ 四 域 


5.3.1 欧 氏 凸 域 的 分 析 特 征 

前 面 我们 从 平面 上 欧 氏 西域 的 玫 何 西 包 所 具有 的 性 质 (命题 
5. 1. 6) 得 到 启发 , 引进 了 全 
纯 凸 域 的 概念 ， 从 而 给 出 了 
全 纯 域 的 一 种 刻画 ， 即 全 纯 
域 和 全 纯 西 域 是 等 价 的， 这 
一 节 我 们 将 从 R* 中 欧 氏 凸 
域 的 边界 所 具有 的 性 质 上 出 
发 ， 引 进 氢 凸 域 的 概念 ， 进 
而 证 明 它 和 全 纯 域 也 是 等 价 图 2 
的 .我 们 先 来 考察 ， 如 何 用 边界 条 件 来 刻画 欧 氏 凸 域 . 

设 GCR"， 对 每 一 个 zxE 所， 可 以 通过 平移 、 旋 转 把 上 变 成 
坐标 原点 , 并 使 的 边界 所 在 zx 处 的 切 平面 正好 是 xz, 二 0， 这 时 
在 原点 附近 ，G 可 表示 为 

GCG = {Cri AN) E Rfriy ,Tr ) — 7, LO), 

C 在 原点 附近 是 欧 兵 西域 等 价 于 由 了 的 二 阶 导数 构成 的 方 阵 半 正 
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a 
Ez 之 0 C1} 
严格 凸 等 价 于 上 述 方 阵 正 定 
3 
| 到 二 1 过 站 IE 一 1 > 0. (C2) 
如 果 记 r 一 了 (zy 1) 一 因为 了 在 原点 达到 极 小 ， 所 以 
3 au 一 7 二 1 但 他 一 一 1X 0, Blr Cx, 


…， zn) 一 0 在 原点 处 的 法 向 量 是 (0，…，0， 一 1)， 因 而 切 向 量 
是 CO， … 1， 0)， 由 于 (1)，(2) 分 别 为 


吉 一 1 


3 了 
>， 元 二 二 7 一 by 二 二 之 0( 或 人 0)， 


jt=1 


又 因为 了 的 第 = 个 坐标 为 0， 故 上 式 等 价 于 
了 ， 2 主 0( 或 之 0)， 


因而 (1)，(2) 可 理解 为 n 阶 方 阵 | 未 区 | ”在 原点 的 切 平面 


半 正 定 或 正定 ， 为 了 能 把 上 面 的 结果 严格 地 叙述 出 来 ， 我 们 引进 
下 而 的 定义 . 

定义 5.3.1 R* 中 的 开 集 G 在 户 E3a 点 称 为 具有 CC 
安 co) 类 可 微 边 界 ， 如 果 存 在 疡 点 的 邻 域 芝 和 一 个 实 值 函 数 gE 
CU)， 使 得 

ki UNG= {rEU, oe (ry Ot: 

CQ) dp (XT) E00, TEU, 

如 果 3a2 上 每 一 点 都 具有 C 类 可 微 边 界 , 就 称 G 具有 C* 类 可 
微 边 界 ， 简称 G 具有 cx 边界 . 

任何 满足 (iD 、(ii) 的 函数 gE CC0) 称 为 G 在 户 点 的 局 部 定 
交 国 数 , 如 果 UU 是 3G 的 邻 域 , 那么 满足 G (i) 的 函数 gEC (UD) 
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称 为 心 的 整体 定 驳 函数， 简称 G 的 定义 函数 . 
例如 多 =)》 二 zz' 一 1 便 是 单位 球 的 定义 函数 . 
容易 看 由， 从 定义 5.3.1 的 (0 (i) 即 可 推出 
UNG= {rEUGr) = 0}, 
UG= {reEU,mr) > 0.} 
对 于 有 界 域 ， 一 定 有 整体 定 祥 打数 ， 
命题 5.3.2 设 忆 是 R 中 具有 C 边界 的 有 界 域 , 则 必 存 在 
G 的 整体 定义 函数 ， 即 存在 ac 的 邻 域 U 和 gEC (7， 使 得 
GNU= {re Ugpr) < 0}. 


证 由 于 3 是 紧 的 ， 故 和 存在 有 限 允 个 开 集 [六 ， 本 Cr 和 和 局 
部 定义 函数 EC (7 ，j 一 1，…， 站。 使 得 acC Uv, 记 U= 


也 0, 由 单位 分 解 定理 4. 6.3， 存 在 ECY (UD ,0<fj<1, 在 
U 上 有 33,Cz) = 1. 现在 定义 


9 一 Ds fp 
那么 PEC” CR")， 现 性 取 xzEaG， 则 必 存 在 菜 个 1， 使 得 x EU. 
对 于 其 它 Uj, ji， 有 两 种 情形 ， 如 果 z 人 Uj， 则 因 supp 方 CPP， 
所 以 (zr) =0; 如 果 zTEU,， 刚 gtx) 一 0， 因 而 总 有 pp (x) 一 
0， 同 样 道理 dyp (x) 送 0.、 适当 收缩 避 ， 即 可 断言 对 所 有 x EU， 
dplx) 亏 0。 最 后 来 证 明 
UNG= (rEUIr) LO). 
事实 上 ,如果 xzEUNG， 则 必 存 在 某 个 1， 使 得 xEU 人 MG， 和 上 
面 一 样 讨论 ， 即 可 得 gz) 委 廊 (z) 入 (x 之 0. 反之 ， 如果 对 某 
点 TEU, 有 plzI) 达 0, 则 从 8 的 定义 知道 , 必 有 某 个 ,使 得 
CT) < 因而 zxEU NGCUNG,. 0 
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现在 给 出 3 某 点 处 妃 空 间 的 定义 . 
设 GCR* 具有 Cl 边界 ，p 是 如 的 定义 函数 ，pE 拓 ， 我 们 称 


。 
T,(ac) = (te R* :5) 部 (6 一 "| 
+ 


为 这 在 户 点 处 的 切 空间 . 
现在 可 以 把 刚才 讨论 的 结果 表述 为 : 
设 G 是 R* 中 具有 CC 边界 的 有 界 域 ，8 是 它 的 定义 函数 ， 那 
么 右 是 欧 氏 凸 域 的 充分 必要 条 件 是 
5 Ep > (3) 
对 所 有 pE 3G 和 #ETT,(3G) 成 立 . 
如 果 下 式 成 立 


™ a: 
之 Ba PEt > 0,é 了 (3 2 0, 


就 说 CCR 在 PE ac 是 强 欧 氏 西 的 . 如 果 避 在 各 的 每 点 都 是 强 
欧 氏 凸 的 ， 就 说 G 是 强 欧 氏 凸 域 . 

$. 3.2 ELevi 所 凸 域 和 强 拟 凸 域 

1910 年 ，E.。E，Lewi 发 现 具 有 CC? 边界 的 全 纯 域 ， 它 的 定义 
画 数 也 满足 一 个 类 做 于 〈3) 的 条 件 〈 在 复 的 形式 下 )， 由 于 欧 氏 
旺 域 在 双全 纯 上 映射 下 不 再 是 欧 氏 凸 域 (这 一 点 从 单 复 变 的 Rie- 
mann 共 形 映射 存在 定理 即 可 看 出 )， 而 全 纯 域 在 双全 纯 映 射 下 还 
是 全 纯 域 . 为 了 要 得 到 Levi 的 条 件 , 我 们 应 该 研究 一 下 (3) 的 哪 
部 分 在 双全 纯 了 映射 下 不 变 . 

条 件 (3) 是 说 由 定 祥 函数 9 的 二 阶 偷 导 数 构成 的 二 次 型 在 切 
空间 了 ，(ac) 上 是 半 正 定 的 . 在 复 的 形式 下 , 切 空间 了 T 了 。 (ac) 应 
该 由 复 奶 空间 来 代替 ， 我 们 知道 ，C" 中 的 点 * 一 《zi，…，2)》 也 
可 看 成 R” 中 的 点 


如 二 Cx 9 oo 
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这 里 z= 二 x 十 iy,， 因 此 这 作为 R* 中 的 点 ， 它 的 枸 标 是 
ig = OT). 
设 本 一 (ws 下 we) 是 让 中田- 个 点 ， 证 一 二 十 和 作为 尼 中 
的 向 量 ，z，ww 正 交 是 指 
‘ET De 一 必 . 
作为 RR” 中 的 向 县， z， ww 正 交 是 指 
TO > rm 十 yi) = 0. 
容易 看 出 “<z，xww》 和 和 2， rw 有 直面 的 关系 ， 
ztwo— Retgroy, — ie" tw = lImie,re). (C4) 
设 志 是 CC 中 一 个 给 定 的 向 量 , 从 (4) 可 以 看 出 ,z 和 忆 复 正 交 ， 
即 (z，w)》 一 0 的 充分 必要 条 件 是 
站 一 0 一 Ji 一 人 上. 
如 果 记 一 这 二 xz, 则 xz 和 和 世 实 正 交 ,而 .z= 二 1zx'. 因此 ;zx 和 边 昌 
正 交 的 充分 必要 条 件 是 < 和 w 实 正 交 , 而且 < 二 iz'，z' 是 一 个 与 
w 实 正 交 的 向 量 . 由 此 ， 我 们 给 出 复 切 空间 的 定义 如 下 . 
定义 5.3.3 设 GGCC" 具有 上 边界 ， 称 
T #00) = T,(00) MM iT, (85) 
为 3G 在 p 点 的 复 切 空间 . 
命题 5.3.4 设 9 是 CCC 在 pE€E 3 外 的 局 部 定义 对 数 ， 那 
么 


T5000) 一 teEcC: > Epyw =0 


了 一 上 起 , 


证 因为 总 = 二 | 起 一 洛 |， 地 一 思 十 加 ,所 以 
> 鞍 (p)w, = 0 的 充分 必要 条 件 是 
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本 2 各 1= 
2 Br PI, 十 By PY = 人 0; 


[a "ap 加 部 ， 

2 和) 和 (Po 

前 者 说 明 刀 ET (3G) ,后 者 说 明 一 iw ET, (36), 即 weEiT,(37). 
品 


现在 把 (3》 中 的 二 次 型 用 复 的 形式 来 表示 . 
二 wi 二 5, 十 1 把 志 = Cel 及 1 ， -0 ,2 看 成 R? 中 的 点 . 
注意 到 


23_3.3, 3_1/2_21, 
ar， 二 再” By 1 区; 中; 


和 二 地 人 tw, 十 而)， 7 = 
那么 (3) 中 的 二 次 型 可 以 写 为 


工 
2 


Ce, i 到 ， 


> EE 高 2 Em + DB 
li 91i9 

-地 也 | 若 + 受 |[ 臣 + 训 |9P) Cw; + Ww) Cw 十 三 ) 
1h/l3 ,31113 2 

+ 记忆 | + 下 | Ea ;| PY Cw 十 TW) 

1 1/3 了 111 a 

Feo 一 可 ) 二 计 刀 二 | 沁 一 疡 | 十 [ 疡 一 癌 | 2) 

“ 闻 (Ww 一色,) 地 (Ww 一 而 ) 

= 2Re PEE Pe) +t 2》) 昌 EE 

如 果 记 


ap 
Q, CP, rw) 和 Ra PY, 


ED 


Lg) = 2 wm (5) 
那么 (3) 中 的 二 次 型 即 为 
2ReQ (prw0} 十 2Lp (PT). 
因此 ，G 是 歌 氏 西域 的 条 件 可 用 复 的 形式 表示 为 
ReQ, pw) + Llpw) 0,w EE TC0). 《6) 
注意 到 
QP 一 0) CO- 0 Lp, CO— iw) = L(t). 
在 《6) 中 用 一 zi 代 妈 ， 邯 得 
一 ReQ, (pro) 二 Lt) 0 一 Er 和 二 (7)， (7) 
《6)。(7)》 两 式 相 如 即 得 
区 Pr S00w 和 了 237)， (8» 
这 就 是 Levi 得 到 的 条 件 . 稍 后 我 们 将 证 骨 这 个 条 件 在 双全 纯 映 射 
下 是 不 变 的 .现在 就 用 条 件 (8) 来 定义 一 类 新 的 域 . 通常 称 (8) 为 
Lewi 条 性 . 
定义 5,3.5 如 果 Levi 条 件 (8) 对 C" 中 具有 CC? 边界 的 域 局 
的 某 个 在 上 附 近 的 局 部 定义 函数 98 成立, 称 G 在 pE 3G 是 Levi 
氢 是 的. 如果 Levi 条 件 (8) 对 所 有 pE 绢 成 立 , 称 G 是 Levi 氢 
凸 域 ， 
定义 5.3.6 设 G 是 C" 中 具有 C? 边界 的 域 ， 如 果 工 , (Fy， 
tt 疡 0 对 所 有 tw 七 TY (930), w 关 9 成立, 称 G 在 pE 纪 是 强 Levi 
所 是 的 , 如 果 G 在 每 点 PE ae 都 是 强 Levi 拟 凸 的 , 称 避 是 强 Levi 
氢 凸 域 . 
由 (5) 式 定义 的 上, (pp, tw) 称 为 Levi 形式 或 定义 函数 9p 在 p 
点 的 复 型 essian. 
从 工 面 的 讨论 ， 我 们 已 经 得 到 
定理 5.3.7 CC 中 具有 CC 边界 的 欧 氏 凸 域 是 Levi 拟 凸 域 
定理 5. 3.7 的 道 是 不 成 立 的 . 
"23OD。 


下 面 看 几 个 例子 
例 5.3.8 单位 球 B, 是 强 Levi 拟 凸 域 . 


电 和 1 局 -一 用 一 ar’ 
证 因为 它 的 定义 函数 9 (2) 一 2 一 1, 臣 = 态 ， 吉 站 一 6 
所 以 


> Em ~ Pom ~ Sw | > 0,w a 0. 
因而 五. 是 强 Levi 拟 西 域 . 口 

例 S$. 3.9 域 上 二 iz 世 EC": zi | 鲁 十 一 十 |z, | 这 1] 。 pji2, 
7 二 1]，…，n} 是 Levi 执 凸 域 . 只 有 当 疡 = 一 … 一 疡 一 2 时 ， 它 是 强 
Levi 拟 凸 域 ， 

证 ce 的 定义 函数 是 
Pz) = (zB) 十 -十 (22 一 1 
直接 计算 可 得 : 


因 面 


9: 
2 tu 加 一 地 1 op ltl, | 之 (9) 


J 让 二] 


因 面 和 是 Levi 拟 凸 域 . 纺 果 有 某 个 p>2 这 时 取 YE ac 要 求 它 
的 第 7: 个 坐标 员 ==0， 取 z= (0，…，1，…，0)， 它 的 第 上 个 坐 
标 为 1， 其 它 坐 标 为 0， 则 wwETE (3G)， 且 (9) 的 堪 端 为 0. 因 
此 安 在 这 种 点 上 不 是 强 Levi 拟 凸 域 . 但 当 疡 一 2， 7 一 1 时， 
这 种 情况 不 会 发 生 ， 这 于 就 是 单位 球 . 口 

- 例 5.3.10 当 p, 宇 1] 0 一 1，…，a) 时 , 和 例 5.3.9 中 的 域 局 
是 欧 氏 凸 域 ， 

证 我 们 用 欧 氏 凸 域 的 几何 定义 来 证 . 我 们 证 明 , 如 果 aE€EG， 
bEG， 那么 < 也 属于 CG、 事实 上 ， 记 


+ ZI1* 


Hz) 一 >, ]zi| 产 一 1 
4 一 1 
则 ja) <0，g (8) 过 0，、 利 用 不 等 式 
(2 户 之 1 
娃 得 
二 五 
ni 


?了 一】 


产 ， TT 
1 alt’ 1 
+ 一 1 


< da Il — 1< 0. 
因而 避 是 欧 氏 西域 .， 口 
这 个 例子 说 明 欧 氏 凸 域 不 一 定 是 强 Levi 拟 凸 起 
5, 3.3 Levi 氨 凸 性 和 域 的 定 光 函数 无 基 
在 上 面 的 Levi 拟 凸 域 和 强 Levi 拟 凸 域 的 定 尽 中 ， 存 在 一 个 
明显 的 问题 ， 那 就 是 定义 函数 的 不 唯一 性 . 如 果 在 P 作 为 定义 国 
数 时 , C 是 Levi 拆 凸 域 ， 搞 了 另 一 个 定 尽 力 数 ， 它 是 否 还 是 Levi 
拟 凸 域 ? 下 面 我 们 将 证 明 , 域 的 Levi 拟 凸 性 或 强 Levi 拟 凸 性 与 征 
义 函 数 的 选取 无 关 , 为 此 上 先 证 明 
命题 $.3.11 设 G 是 C 中 的 域 , 关 Eae,1 是 户 的 领域 . 如 
果 名 和 炎 是 上 的 两 个 在 UU 上 的 CC 类 局 部 定义 函数 ， 那 么 存在 记 
的 邻 域 VCU 和 唯一 的 正 函 数 AEC! (V)}， 使 得 
P= Ry 
在 了 上 成 立 . 
证 因为 疡 EC 站 和 ,所 以 PCp) 二 0. 由 于 a¥ (jp) 二 0， 
不 妨 设 &《〈#)》 xx 0. 根据 隐 函 数 存在 定理 ,存在 户 的 邻 域 V,， 使 
得 在 了 上 可 以 从 9 Cn 一 0 中 解 出 


1 一 TCTs iii VL 
不 妨 设 p<0 对 应 于 ri<a kr，…，fr， I， Yn) 作 变 换 
Br i "yn — CL Hs TL 
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如 下 : 

WH =r ra ys Ti Py Pe 

ui xp j= HH. 

VU = yp 7, rr pt. 
这 里 (pi，…，paa) 是 在 R” 中 的 坐标 记 (V) =Q，, 命 

P= pl, B= 

则 史 和 多 是 妨 上 的 局 类 国 数 . 由 于 硬 (jp) 一 0, 故 Q 是 原点 的 邻 
域 . 不 妨 假定 Q 是 欧 氏 凸 的 ,不 然 的 话 ， 作 一 个 以 原点 为 中 心包 
含 在 忆 中 的 小 球 即 行 。 命 


1 EP 
上 1 本 1 sn, 下 rn -一 | 全 CE std"* yun sn et, 
1 1 


htt yas UE :UA 一 | (psu, yr 1 et. 
因为 Q@ 是 欧 氏 上 则 域 ， 上述 积分 有 意义 , 且 有 ,hEC*'! (Q). 因 
为 苇 一 痢 半 0, 着 一 什 千 0( 因 为 dp*0, 故 可 假设 伟 导 0), 所 
以 上 大 人 he 0. 由 于 9 CO, Ha "**s wi ) PP? BD ! CD, rr "ys 
zs】 一 0， 因 而 


A TD 一 (Huts so) -一 PO tyr sD) ) 
1 
一 Au Un) 


故 得 hi = 同 理 hz = 在 @ 上 成 立 , 命 一 守 ， 则 


让 EC CQ) .人 羡 睛 一 让 。 盏 ， 则 AECe II (V) . 且 当 zEy 时 ， 
有 - 


histlz) 一 ACB) YB)) = SB De)) 
2 


= (BD = KBE)) 一 wz 
* 233. 


有 的 唯 - -性 由 上 面 的 等 式 即 明 . 由 十 8 和 在 GNMNU 中 都 取 负 值 ， 
在 CC" 一 G) 人 站 中 都 到 正和 值 ,所 以 Ah 在 GNU 和 (CC* 一 GU 
中 取 正 值 .至 于 恋 上 ,由 于 dp 二 hay 十 ydh 二 hdy，, 匡 因 
dp 0, dy 于 0, 所 以 上 半 0. 而 已 知 产 在 如 内 取 正 值 , 故 在 3G .上 
也 取 正 值 . 口 

有 了 这 个 命题 就 可 让 明 下 面 的 

命题 5.3.12 设 避 是 C 中 的 域 , pEA;,U 是 p 的 邻 域 ,如 
果 允 和 和 淆 是 G 的 两 个 在 UU 上 的 C* 定义 区 数 ， 那 么 

0G) 由 多 和 多 产生 的 疡 点 处 的 复 切 空间 是 相同 的 |; 

Qi) 如果 g 满 足 Levi 条 件 (8)， 那么 也 满足 . 

证 (i) 由 命题 5.3.11， 存 在 的 邻 域 VWCU 及 正 函 数 
EC'V)， 使 得 y= 有 hy 在 WY 上 上 成立. 于 是 


这 = 天 多 十 挛 史 ， (10) 
> Pp = hp)D) Yepyw, 
由 人 毅 题 5. 3.4， 即 知 二 者 产生 的 复 切 空间 7*(aG)》 是 相同 的 . 
fi 在 证 明 第 二 个 结论 时 ， 我 们 需要 如 下 的 一 个 简单 事实 . 
设 fz 是 定义 在 aER* 附近 的 两 个 函数 ,g(a) =0， 省 (a) 存 
在 ， 了 在 aa 处 连续 ， 那 么 疡 在 ea 处 对 , 的 悄 导 数 存 在 ， 而 且 
8 (a) = fa) Ea). 
现在 让 (10) 的 两 端 对 求 偏 导 数 , 并 在 p 点 取 值 . 由 于 各 
在 户 处 连续 ，%(p) 一 0， 因 而 应 用 上 面 的 简单 事实 可 得 
3 ,六 _ yy 
,Rp) 一 RP) RP): 
《io) 右 端 第 二 项 求 导 的 结果 是 
3 


C2 了 多 
天 人 ae, P) 一 EF) 下 (六 十 hitp) (p). 


re 

于 是 由 (10》 即 得 

> Ew 一 2Re| > 芝 P) 到 > Rp), 

+h Cp) 23 Cp) wo 
因而 当 wETI(3G) 时 ， 就 有 
了 (pvap) 一 下 ( 态 3 已 (区 :ep)， 

因为 htp) 0， 故 也 (9，z)】 和 工人 ，w) 同时 取 正 值 . 口 

这 个 命题 说 明 域 的 Levi 拟 凸 性 或 强 氢 凸 性 与 定义 函数 的 选 
取 无 闫 - 但 从 证 明 中 可 以 看 出 ,如 果 ww 不 是 取 自 复 切 空间 了 (ac)， 
Levi 形式 的 符号 有 可 能 随 定 义 函 数 而 蜡 , 但 在 强 Levi 拟 凸 的 情 
形 , 我 们 总 可 以 选取 一 个 适当 的 定义 汕 数 , 使 其 Levi 形式 对 任意 
ww 去 0 都 取 正 值 - 

定理 5.3.13 设 G 是 C" 中 具有 CC 边界 的 有 界 强 Levi 拟 凸 
域 ， 则 必 存 在 G 的 定义 函数 p 和 正 数 如 ,使 得 对 任意 非 零 的 xwE 
C" 和 pp 乞 3， 有 

(Po 2 do lw ld, (11) 

证 根据 命题 5.3.2, 设 p 是 G 的 一 个 整体 定义 函数 , 则 对 任 
意 a>0, p= 二 (e” 一 1) 也 是 G 的 一 个 定义 函数 . 由 直接 计算 可 
得 

op - aen 2 ba 十 er -9 多 


de de 也 de ,ee 
固定 pE3G， 则 {pp) = 二 9， 由 上 式 可 得 
n 2 
Llprw) = Lprw) 十 | >) Cp)w,| . (12) 
1 一 1 了 


用 S 记 C" 中 的 单位 球面 ， 命 
* 235。 


4 一 fcES:Cpmw) SE 0). 
由 于 GG 是 强 Leyi 拟 西 域 ， 且 4 是 紧 的 ， 所 以 


> 臣 w 
于 是 必 可 取 到 正 数 a， 使 得 


min 


CT 一 min Lp,w)| min 一 一 
CP | 让 所 由 J 一 1 2 


| 
由 x12》 知道 ， 这 样 选取 的 a 所 产生 的 Pp 必 有 
Llpriw) > 0 (13) 
对 任意 wwES 成 立 . 由 了 工 (p，m) 的 连续 性 ，[(13) 对 户 附 和 近 的 点 
也 成 立 . 综 上 所 述 ， 对 每 个 pE GG， 存在 pp 的 令 域 UU (p} 及 相应 
的 a>0, 使 得 (13) 对 (pp) 中 的 点 都 成 立 . 由 于 若是 紧 的 ， 故 
可 取 到 有 限 个 Utp》 覆 盖 a， 每 个 CCp) 对 应 一 个 a， 设 m 是 这 
有 限 个 “中 之 最 大 者 . 取 p= 坟 (enw* 一 1)， 则 (13) 对 所 有 pE36 
成 立 . 由 于 OXS 是 紧 的 ,并 (p，m) 在 因 xS 上 有 最 小 值 为 > 
0， 因 而 对 任意 非 零 的 wEC* 及 pE3G，(11) 成 立 . 品 
最 后 ， 我 们 来 证 明 Levi 拟 山 性 在 双全 绅 映射 下 的 不 变性 . 
命题 5. 3. 14 设 C' 中 的 域 G 在 pE3G 附 近 具 有 CC 边界 ,UU 
基 包 的 一 个 邻 域 . 如 果 #=F (zx) 是 UU 上 一 个 双全 纯 上 映射 , 记 记 一 
F (UNMG), 那么 亡 在 9 一 FCp) 处 是 Levi 拟 西 的 充分 必要 条 件 是 
在 户 处 是 Levi 扳 凸 的 . 
证 设 p 是 在 附近 的 定义 函数 , 那么 y= 二 pgp。F-! 是 也 在 
9 符 近 的 定义 函数 . 用 下 ' (8p) 记 双 全 纯 上 映射 下 在 pp 点 处 的 导数 , 营 
记 é 二 FF' (pjw， 那 么 从 yz) 一 yg(F(z)) 通 过 直接 计算 可 得 


> 六 并 (yw 一 > 风 (9)6,, (14) 


Ltt) = Ly, ey, (15) 
车 局 在 pp 相 是 Levi 拟 西 的 ， 取 <E 7 CoD), 记 记 一 CF {p77 it, 
" 23F 4 


则 从 (〈14) 知道 wwETIC90), 因而 Lp ww) 宇 0， 从 (i5》 即 得 
Ly) 之 0， 困 而 五 在 处 是 Levji 氢 凸 的 , 尽 二 亦 热 . 口 


3 5. 4 多重 次 调和 函数 


$.4.1 和 多重 次 调和 函数 移 基 本 性 质 

在 下 面 的 讨论 中 ， 多 重 次 调和 和 函数 的 概念 起 着 重要 的 作 采 . 

定 尽 和 4 设 局 是 5 中 的 域 ,z 是 上 的 实 值 函数 :如一 
RU (一 cc {ww 所 一 00) ,如果 满足 

(i) 5 是 上 半 连 续 的 ; 

(ii) 限制 在 每 条 复 直 线 上 的 w 都 是 次 调和 的 ， 即 对 每 个 z,E 
GG 与 a€EC",， az 是 (so 二 aa AEC} 门 G 上 的 单 党 变数 4 的 次 调和 
函数 } 

就 称 * 是 G 上 的 和 多重 次 调和 函数 - 用 PS(G) 记 G 上 多 重 次 调 
和 函数 的 全 体 . 

称 {z 十 Ma: AEC) 是 通过 > 的 到 为 方向 的 复 直 线 . 

如 果 FE 五 (CC),， 那么 了 (zo 十 a) 是 的 全 纯 函 数 . 由 命题 
1.5. 7 知道 log|1f| 和 | (0<p<co) 都 是 G 上 的 多 重 次 调和 闭 
数 . 

命题 5. 4. 2 域 G 上 的 多 重 次 调和 函数 一 定 是 次 调和 函数 . 

证 设 w 蚌 GG 上 的 多 重 次 调和 函数 . 任 取 zo 十 +rBCG， 因 为 
《go 十 花 ) 是 4 的 次 调和 孙 数 ,这 里 8€ BB， 所 以 ww (zo) 所 


去 | = (ze 十 Pre) qd9, 两 边 对 在 3B 上 积分 ， 利 用 定 理 1. 4.4 
(i) 得 
u(x0) & | ,ar 》 去 | xz 十 re)a8 = | 《zo 十 rtydalt). 


由 定 艾 1. 5. 9 知道 是 避 上 的 次 调 各 函数. 癌 
于 2379 


命题 .4.3 ”如果 4 是 域 CCC" 上 的 二 次 连续 可 微 赣 数 ， 那 
么 zx 在 G 上 是 多 重 次 调和 函数 的 充分 必要 条 件 是 | 妃 基 | 
之 0 在 G 上 成 立 . 
证 ”对 于 和 任何 复 直 线 zo 十 如 CG aEC*， 由 定理 1. 5- 8 知道 ， 


获 数 1 一 xz 十 ha) 是 次 调和 畜 数 的 充分 必要 条 件 是 对 u Ce 十 如) 


1 


>0， 即 训 训 六 ea 之 0, 它 等 价 于 {及 其 | 之 0- 0 

上 面 的 条 件 也 可 以 等 价 地 说 成 # 的 Levi 形式 

Zi) 0 

对 所 有 的 pEG 及 wEC' 成 这 . 

定义 5.4.4 设 忆 是 C" 中 的 域 . 如 果实 值 荡 数 xEC*CG)} 对 包 
EG 及 所 有 wEC” (w 关 0) 满足 工 ，(x，w) 之 0， 就 称 z 在 pp 点 
是 强 杀 重 次 调和 的 .如 果 z 在 G 中 所 有 点 都 是 强 和 多 重 次 调和 的 ， 
就 称 w 在 G 上 是 强 务 重 次 调和 晓 数 . 

例如 如 iz) = 二 |z 上 就 是 CC" 中 的 强 多 重 次 调和 和沙 数 . 因为 
ue) 6 所 以 Lu ww) =|wl :0 wa 0 
对 所 有 思 ，wE€EC" 成 立 ， 

利用 强 多 重 次 调和 函数 的 概念 ， 定 理 5. 3. 13 可笑 述 为 

定理 $. 4.5 设 G 基 C" 中 具有 CC? 边界 的 有 界 强 Levi 氢 同 域 ， 
则 在 绢 的 邻 域 U 上 存在 G 的 定义 函数 pp， 使 得 p 在 U 中 基 强 多 
重 次 调和 北 数 . 

利用 命 是 5. 4.3, 可 以 证 明 多 恒 次 调和 了 葡 数 在 全 纯 上 映射 下 荐 不 
恋 的 ， 

命题 5. 4.6 设 G,DD 分 别 是 C" 和 和 C” 中 的 域 , 下; D->G 是 全 
纯 映 射 . 如 果 w€ PSCOOONC:G) ,那么 w* FEPSCD). 

证 通过 直接 计算 知道 ， 对 任意 ED 有 

了 (= 下》 一 了 of ft。 
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因为 a€ PS(G)， 故 右 端 非 负 ， 因 而 左 端 也 非 负 ， 所 忆 w。FE 
PSCD) .0 

这 个 命题 的 缺陷 是 要 假定 xE Cz (G) . 实际 上 , 没有 这 个 条 件 
结论 也 成 立 , 但 需要 用 到 关于 多 重 次 调和 函数 的 和 逼 近 定 理 . 为 此 先 
证 一 个 引 理 . 

引 理 5s. 4.7 设 G 是 CC 中 的 域 . 如 果 wEPS(G), 那么 ue 
TG，loc} 出, 特别 {xzEGiu(tz) 二 一 0} 的 Lebesgue 测度 为 0， 

证 国 泥 # 所 一 0， 所 以 存在 4EGy atal 六 一 喇 . 取 B (2， 
r) CG, 我 们 证 明 | wav 存在 . 因为 w 在 B (e, r) 中 有 上 界 , 所 


Higr 


以 只 须 证 明 | wav>> 一 ce. 由 命题 5.4. 2 知道 ，w 是 次 调和 范 数 ， 


Finrry 


再 根据 命题 1. 5. 10， 即 得 
一 Ge < | ualy, 


现 设 
二 {a € Gu 在 a 的 某 个 邻 域 中 可 积 }. 

显然 五 是 开 集 . 由 刚才 的 证 明知 道 正 不 空 . 今 若 aEG 一 FE, 则 由 上 
所 证 ， 必 有 a 的 某 个 邻 域 , 对 这 和 邻 域 中 所 有 的 2， 4 《*) 一 一 cc， 
因而 上 G 一 EE 也 是 开 集 . 由 于 如 是 连通 的 ， 所 以 G=E. 口 

5.4.2 用 CC 的 强 多 重 次 调和 函数 通 近 多 重 次 调和 函数 ， 

现在 可 久 证 明 下 面 的 多 重 次 调和 和善 数 通 近 汗 理 ， 

定理 5.4.8 设 G 是 C” 中 的 域 , wEPS (G), 记 


G,= (iz € Gs| < jd(z) > 地 ,j= 1 2, 
这 里 4(z) = 二 4(z,3G) 是 xz 天 36 的 欧 氏 距离 。 则 必 存 在 {a,} C 忆 
C>”(G)， 使 得 


中 LitG, locy 是 模 在 上 的 性 意 紧 集 上 可 积 函 数 的 全 体 . 
* Id" 


(i tw 在 G, 上 是 强 多 重 次 调和 峭 数 ; 
C11} ultr) ute}, rE: 
Ciii) lima, (z) =~=u(2), ztEG; 
Civ》 如 果 & 是 连续 函数 ， 那 么 (ii 的 收敛 是 内 闭 一 致 的 . 
证 命 
和 
ele Ll ，| 之 | < 1， 
0， [=| 这 1， 


itls = | cedms) ,Xe) = yz) , 则 X 有 下 列 性 质 : (a) xX 守 0; 
Lo 


wz) = | 


(hb) suppX= {zz: |z | 所 3); Co) EC (A) Jxam=1 
Cn 


(e) X 是 径 向 函数 ， 即 若 |z| 一 |m|， 则 X(z)=Xrzo) ,因为 Gj 性 CC 
{7， 由 引 理 5. 4.7， 让 车 抑 ! {GO,)，, 7 一] ， 2， Ts" 人 前 


v2) = Ke — Erradmes), 


因为 在 整个 CC 上 有 定义 ， 所 以 vz, 也 在 CC" 中 有 定义 ， 且 viE 
C™~(C") .因为 当 zEG;, |#| 之 1 时 ， < 一 了 6E G， 所 以 在 对 上 面 的 


积分 作 线性 变换 上 一 7 (x 一 8) 后 ，m 可 表示 为 


wo) = | vc- FX dm€) hz Eo, (1) 


[过 1 


2 《aa 十 ho 是 4 的 次 调和 到 数 . 因 为 z (ta 十 hu) 是 4 的 次 调和 到 
数 ， 所 以 


2 
uf{ay 去 | Ca 二 re yat. 
0 
于 是 
Ta = | “la 一 $x YdmCé) 


| 一 1 


4 


中 到 
了 _£ 3 
< | xz) [到 ja 了 十 re 
站 | < 总 
FT 
-1 | 
2 
中 
去 jw 十 re"w)ad. 


~ ax 
这 就 证 明了 wv,EPStG,) .把 等 式 〈1) 改写 成 


vl) CO— | (El 一 Se 


< 


4d0 |dm(é) 


ul a 一 $ 十 re Xedmté) do 


sil< 


Xeé)d0) dm) 


| (|: 6) do}x(eam(®), (2) 


[EAE 


这 里 我 们 已 经 利用 了 多 是 径 向 渔 数 的 性 质 . 由 于 (2 一 并) 是 4 的 
次 调和 峭 数 ， 由 定理 1. 5. 6， 


去 ce 一 retéydd 


是 7 的 递增 肖 数 ,因而 由 (2) 即 得 rz， (zy 守 vwj4 (x) ,从 (2) 还 
能 得 到 


DIS] > utr) | XSD ESE) = ul). (C3) 


[| 


由 的 上 尘 连 续 性 ,对 于 尾 给 的 s2>0, 存 在 52>0, 当 |7 一 x| 二 #5 对， 
4(9)<ulz) 十 e. 现职 j> 吉 , 当 |81<1 时 ,1 一 入 一 z1<8， 


7 《2)》 十 E, 于是， 从 (1) 和 (3) 即 得 


zfz) < Ce) < uz) | & (4) 
u,(2) = w(x) 十 一 着 (5) 
那么 对 任意 如 各 人 和 
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Ltrw) = LCv,yw) + iw > 了 lw， 


所 以 ww,EC”(G), 而 且 是 强 多 重 次 调和 函数 ,这 就 是 (1) ,此 外 


— wp 1 2 ， 1 2 一 
uz) = v2) 十 1 [|z|? 2 v1 (2) 十 了 | Hr C2), 


这 就 是 Gi) .从 (4) 和 5) 即 得 
limu, (z) 一 hm, (2) = ut(2), 

这 就 是 (iii) . 当 & 是 连续 消 数 时 , 由 于 单调 下 降 , 故 由 Dini 定 
理 ，{iii) 的 收 鳃 是 内 团 一 致 的 ， 这 就 是 (iv)》. 口 

这 个 定理 说 明 , 域 和 下 和 任意 一 个 多 重 次 调和 国 数 ， 可 以 用 一 
列 C“ 的 强 多 重 次 调和 隧 数 来 遂 近 ， 这 是 一 个 很 有 用 的 定理 . 我 们 
先 用 它 来 去 掉 命 题 5. 4. 6 中 EC ec) 的 限制 , 为 此 还 需要 一 个 引 
理 ， 


引 理 5. 4.9 设 G 是 C 中 的 域 , wx; 0 一 1，2，…) 是 G 上 一 
列 次 调和 基数 . 如 困 ,单调 下 降 趋 于 w， 那 么 4 也 是 G 上 的 次 调 
和 函数 . 

证 ”如果 我 们 能 证 明 , 对 任意 紧 域 天 CCG 及 任意 在 天 上 连 
续 , 天 内 调和 的 实 值 画 数 天 如 果 z (z) 二 上 (zz) 在 号 上 成 立 , 那 
么 在 玉 内 也 有 ww (z) 所 ji (z) ,那么 由 定理 1.5.5 即 知 x 是 G 上 的 
次 许 和 函数 . 对 任意 给 定 的 s>0， 你 

FEF,= Iz€ Ku (zs) 中 (2 十 站 

则 号 ,是 下 上 的 财 子 集 . 因 为 心 单调 下 降 ， 所 以 开 CE， 而 且 
人 0E, 一 儿 . 不然 的 话 , 如 果 有 aE 站 E,, 则 对 所 有 的 了 有 (a) 之 
ha) 二 ee， 让 jj 一 00 得 w(ta) 守 (a) 十:， 这 和 假定 wz) 和 hh(z)，(z 
< aK) 不 符 . 据 此 ,我们 断言 ， 必定 存在 某 个 自然 数 1， 使 得 E, 是 
空 集 . 否则 所 有 的 El，E。，… 都 不 是 空 集 , 取 p,€EE, (j=1，2， 
)， 国 ECB， 所 以 {pm patlt ""】 CECCaK, 由 了 于 经 是 
紧 的 , 故 {p,} 有 收 人 敲 的 于 到 ， 不 妨 设 limp, 一 p. 因为 每 个 到 都 
" 2Z42* 


是 闭 集 ,而 且 当 & 字 mr 时 ,， EE 所 以 PEE, 对 Wm 二 1] 2，… 


都 成 立 , 即 pE 门巴 ,这 和 前 而 已 证 的 们 羽 是 空 集 相 矛 盾 由 于 加 
是 空 集 , 故 当 = 红线 时 ,wuwfz) 之 h(xz) 十 5. 由 于 是 次 调和 函数 ， 
背 在 总 上 也 有 wtz)》 二 h(tz) 十 #s， 让 ee 即 得 要 站 (7 十 E， 
再 让 e-*0， 有 即 得 w(tx) 过 htz》 在 天 上 成 立 . 口 

现在 可 以 证 明 

定理 5. 4. 10 设 G, 呈 分 别 是 上 程 C 中 的 域 , F: D->C 是 
全 纯 肌 射 .如果 xzE PSCG)， 那 么 ae 三 反 PS(D) . 

证 取 QCCDP, 记 下 (QQ) =KK, 则 KCCG. 取 充分 大 的 j， 
使 得 天 已 G- 根据 定理 5. 4. 8, 存在 wjEPS () 门 C” CG), 使 得 
x; 单调 下 隆 趋 于 &. 由 命题 5 4. 6, x,* FE PS (Q), 而 w;*， 下 单调 
下 噬 赵 于 uw。FF. 故 由 引 理 5.4.9, wn。 FEPS (Q), 即 u。FE 
PS (DP) .DO 


35.5 所 凸 域 


s, 5. 扫 凸 域 的 定 浆 

在 $5.3 讨 论 域 的 Levi 撤 凸 性 时 ， 是 以 域 具 有 泾 边界 为 前 提 
的 . 这 一 节 我 们 要 对 不 具有 C: 边 界 的 域 来 讨论 它 的 拟 凸 性 ， 为 此 
先 引 进 穷竭 函数 的 秩 念 ， 

定义 5.5.1 设 G 是 Ce 中 的 域 ,p 是 定义 在 G 上 的 实 值 函数 . 
如 果 对 任意 实数 c， 均 有 

{zg€EG: P (2) Er} COG, 1) 

就 称 p 是 G 的 穷 间 函数 . 

容易 看 出 ， 如 果 gp 是 G 的 一 个 穷竭 函数 ， 那 么 当 *_*aG 时 ， 
g (xz) 一 oo， 如 果 G 是 有 界 域 ， 那 么 满足 这 个 条 件 的 函数 一 定 是 
2 的 穷 竟 函数， 

" 2 了 


由 于 当 za 时， 一 logd (zx) -一 co， 所 以 当 CG 是 有 界 域 时 ， 
一 logd tz) 便 是 它 的 一 个 穷竭 国 数 ， 

定义 5.5.2 如 果 在 域 GCC" 上 存在 巡 续 的 多 重 次 调和 穷竭 
函数 ， 就 称 5 是 拟 凸 域 . 

这 样 定义 移 拟 凸 域 不 需要 假定 它 具 有 人 边界 ,这 是 Levi 拟 上 四 
域 概念 的 -种 推广 . 但 对 说 明 这 种 推广 是 合理 的 , 必须 能 证 明 , 当 
G 具有 边界 时 ，Levwi 拟 凸 域 和 现在 定义 的 搜 凸 域 概 售 是 一 致 
的 ， 为 此 我 们 引进 

定 丸 5.5.3 设 忆 是 C' 中 的 域 , DD 是 中 一 个 开 贺 盘 ， 如 果 
对 任意 一 列 在 DD 上 和 连续、 在 D 上 全 纯 的 幢 射 

A:D—> OG, (= 1,2,-.. 
均 能 从 Ug(3D) CCG 推出 Un(CD) CCG， 就 称 G 具有 国 盘 性 
质 ， 或 称 如 满足 连续 性 原理 . 

具有 圆 盘 性 质 的 域 有 些 什 么 性 质 ? 

定理 $.5.4 若 安 "中 的 域 G 具有 圆 盘 性 质 , 则 一 logd 〈s) 是 
G 上 的 多 重 次 调和 函数 ， 这 里 40z)》 一 dz ，a)， 

证 如果 一 loga (=) 不 是 多 重 次 调和 条 数 , 则 必 存 在 aEC 和 
5EC"， 使 得 一 loga ta 十 妨 ) 不是) 一 0 附近 的 次 调和 国 数 ， 为 讨 
论 简 单 起 见 ， 不 妨 设 e 一 0， 一 ee 一 (1，0，…，0) ,因而 
一 logd (4，0，…，0) 不 是 1 一 0 附近 的 次 调和 函数 ， 于 是 ,存在 
rr0D0， 使 得 


于 可 ， 
_ logd (0) > 去 | — logd (re*,0,.,0)d0. 


记 D.= {4EC: <r ,存在 在 D. 上 过 续 、 在 了 D; 中 调和 的 函数 
， 使 得 在 下, 上 有 (re*) 一 一 logd {re*,，0,，…，0)， 再 作 
fFEHCD)NMNCD,)， 使 得 在 BD. 上 有 
ReftA}=hA m0} = 0. 
2141， 


由 中 值 公式， 
ar 
Ref Co) ==(0) 一 去 | Airev ds 


Er 


1 | ~logd (Cre, 总 ， = 0) do —logd 0). 


2 
记 二 一 logd (0) 一 Ref(0) 半 0, 并 命 g 一 了 十 e; 于 是 
Reg tre’)=h(tre’)+e=—logd (re 0, ,0) +e, 2) 


Reg{0)=h(0) +e—m —!logd (0) ,Img(0)=Im/f (0)=0. (3) 
选取 了 EG, 使 得 4(0) 一 940,6)= |Y|. 作 一 列 上 映射 
pi (OU 一 za 二 | 1 一 于 je 他 舍 |， I=1, 2, 1 (4) 
它 在 DD. 上 连续 、 在 D, 上 全 纯 ， 晶 当 X€ 3 时， 由 (2) 可 得 
(pO ale te te dh), 
这 说 明太 (re*) 落 在 以 re"el 为 中 心 ，e "qd 《re"e!) 为 半径 的 球 办 ， 


即 人 (ap.)CG, 而 且 Ug 《aD,}CCCCG, 但 着 在 (4) 中 取 4 二 0, 并 
注意 到 (3)， 即 得 | 


limg; (0) ed(0) 证 
因而 Up (D) 不 是 G 中 的 紧 集 , 这 和 G 具有 辆 盘 性 质 相 蔬 盾 . 昌 
什么 样 的 域 具有 回 盘 性 质 ? 
定理 5. 5. 5 C' 中 的 全 纯 域 具有 圆 芍 性 质 ， 
证 设 C 是 C 中 的 全 纯 域 . 由 Cartan-Thutlen 定理 , 它 是 全 
纯 凸 域 . 设 {p, ) 是 任意 一 列 在 加 荔 万 上 连续 、 在 DD 内 全 纯 的 下 


射 ， 旦 UP, (aD) CCG, 记 K = Up (Cap). 我 们 要 证 明 


一 5 筷 90- 


Ugi CD) CK 为 此 , 任 取 zE Upr CD), 则 有 已, 使 得 zEgrs(D)， 
因而 有 ED, 使 得 2 二 p44%). 任 取 /EHCG)， 
* 245* 


| Fe)1=| Fo (CDTSsup| Fo 001sup lf (ee) |. 
站 后 3 呈 后 本 


这 正好 说 明 zE 天 于是， 从 天 CCG 即 得 U9 (D) CCG, 即 G 
具有 了 贺 盘 性 质 ， 口 

综合 定理 5.5. 4 和 定理 5.5.5， 我 们 有 

定理 5.5.6 如 果 G 是 C"' 中 的 全 纯 域 ， 那么 一 loga (z) 是 局 
上 的 多 重 次 调和 范 数 . 

现在 给 出 G 是 拟 古 域 的 特征 ， 

定理 5. 5.7 G 是 C" 中 的 拟 凸 域 的 充分 必要 条 件 是 G 具有 贺 
盘 性 质 ， 

证 充分 性 如 果 避 共有 贺 盘 性 质 ， 由 定理 5.5.4 知 道 ， 
一 logdtz》 是 G 上 的 连续 的 多 重 次 调和 阔 数 . 于 是 , 当 避 有 和 界 时 ， 
—logd (z) 便 是 G 上 一 个 连续 的 多 重 次 调和 窃 竭 函数 , 所 以 G 是 
拟 凸 域 . 恕 果 加 无界 ， 取 

Pz) =|z|:—logd (re), 

由 于 |x]* 和 一 logd{z) 都 是 多 重 次 调和 范 数 , 所 以 gq 也 是 多 重 次 调 
和 溺 数 , 目 {zxEG， |z|: 一 logd (xz) 委 c} 是 有 界 集 ， 所 以 p 是 CG 
的 连续 的 多 重 次 调和 穷竭 函数 ， 故 G 为 拟 古 域 . 

必要 性 ”者 G 是 拟 巧 域 , 设 ? 是 CG 上 一 个 连续 的 多 重 次 调和 
穷竭 函数 . 设 尺 : 万 =*C，! 一 1，2，… 也 是 CC 中 一 个 圆 盘 , 古 


EH(D) NC(D), 且 有 UF(2D) CCG， 因为 UF1(aD) 是 紧 集 ， 
故 存在 常数 c， 使 得 当 ze 局 Pi(ap) 时 ，yp(z) 坟 co. 由 FE 
H(D)， 从 定理 5.4. 10 知 道 ”。 尼 是 D 上 的 次 调和 函数 ， 根 据 次 
调和 范 数 的 极 值 原理 ， 当 ze UF, (D) 时 , 也 有 9 (z) <<eo， 即 


UF(D) C {(zEG: pz) er). 


但 由 穷竭 淫 数 的 定义 ， 上 式 右 端 相对 于 G 是 紧 的 ， 因 而 
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U FAAD}EECG. 
二 1】 


即 吉 共有 图 盘 性 质 . 口 

5.5.2 拟 吓 域 是 Levi 氢 凸 域 的 推广 

现在 可 以 证 明 

定理 5. 5.8 如 果 C 中 的 有 界 域 G 具 有 CC? 边界 ,那么 G 是 拟 
吓 域 的 充分 必要 条 件 是 GG 是 Levi 拟 凸 域 . 

证 必要 性 设 G 是 CC 中 的 拟 是 域 . , 由 定理 5. 5. 7 知道 ，CG 
具有 图 上 益 性 质 ， 再 由 定理 5. 5. 4， 一 logdE€ PS (G)， 由 于 GG 是 人 
边界 的 有 界 域 , 故 存 在 加 的 邻 域 U, 使 得 zz) EC (注意 ， 
这 一 事实 看 起 来 颇 为 明显 ,证 明 起 来 并 不 容易 ， 这 几 我 们 不 再 给 
出 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 LKr. p. 136 习 题 4). 根据 命题 5. 4. 3 
可 得 


L(—logd, w) 0, zEU, wEOC", 5) 
取 G 的 定义 函数 如 下 : 
—d(z), EG 
六 (x) -| EAr, (6) 
d(x, CG), xzEC 一 G, 
由 于 
9 一 logdkz)) 1 dat(lz) 1 A(z) Me) 
Bo zs dz) 关 / 关 di(z) 各 ， 加 
1 asrGc)》 1 ar(z) meg 
rlz) de (2) 罗 ， ， 
所 以 


立 


LC(—loga ,ww) = — 一 一 二 - 【 产 * 认 站 十 一 二 -一 A > Te 


J 


对 于 给 定 的 z, 取 wEC"， 使 之 满足 2 全 ww, 一 0. 于 是 ,从 
《5) 可 得 
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Llr, ww) 0, to 满足 之 /2 


计 = 一 户 筷 式 ?， 上 和 式 变 成 
Loelr, wy) 0, wETE(GY). 
这 就 证 明了 号 是 Levi 拟 凸 域 . 
充分 性 ”如 果 避 是 Levi 拟 凸 域 , 我 们 证 明 一 loga (z) 在 边界 
Ce 调和 郴 数 . 如 果 不 是 这 样 , 则 必 存 存 zrEG, 及 a 七 
"， 导 得 


ty, 王 仙 , 


CC 3:logd (zo Aa) 
an Ao 


这 里 我 们 应 用 了 定理 1.5.8. 在 a 上 了 到 点 名 ， 司 得 
d(zo, 0) = |6o—zo|=d to). 
我 们 将 证 明 存 在 w€ETr (3G)， 使 得 Li tr， tw) < 之 0， 这 里 r+ 是 
(6) 起 定义 的 如 的 定义 函数 ， 这 识 和 G 的 Levi 拟 语 性 相 欠 盾 耻 ， 
把 logd (zo 十 Xa) 在) 一 6 处 展开 得 
logai (zo Aa) =logd (zo) 十 RegdA 十 吾 好 ?十 CA 十 OLD)， 
(8) 


>0. . (7¥) 


这 里 
二 2 
42 ti? B= 2 ad, 
C 就 是 表达 式 (7)， 由 8) 可 得 
d {zo 十 Ma) = d (ze)ew te el to 
= dzo) et | 十 CA + O(NAl YY. (9) 
命 z04) = 十 a2 十 ( 刀 一 zo0) erst， 由 三 角形 相等 式 有 
[bo — zo letta | =d(z(A) ,zo + Ma) 
Bd (zo 十 加) — dz(W)), 
所 以 由 597 得 
dztA)) Bd Cot aha) —d wo) | eat 
. 248 ， 


=d(zo) le | Ci 二 COCNia))， 

由 于 C>0， 所 以 当 24 充 分 小 , 但 1 关 0 时 ， 有 dz (0)) >0， 踊 
A) EG; 而 当 A 二 0 时 ,有 dz(0})) 二 (6b6) 一 0. 所 以 函数 
qd (ztA)) 在 4=0 处 取 极 小 值 ， 因 而 有 

3 

El 
把 atzCA)) 在 4==0 处 展开 ,由 于 零 深 项 和 一 次 项 都 等 于 0， 而 
Q(z(4)) 六 0， 所 以 有 


az(D) 一 0. (10) 
入 二 习 


a: 
Ma C4) ] 0 {11) 


由 于 r(z) 一 一 dx) 是 G 的 定 久 函数 ， 从 (10) 和 {11) 得 


0 ME (0)) Yabo) de,(0) 
和 a a0 a 上 = 二 i de, 2 
0 Ae0)| rz(W)) Srbo) (0) RCO) 
Ma jo na A dd a a “ 
ae,(0) 


取 包 ,二 一 和 一，j 王 1，2，"…,n， 就 得 到 了 矛盾 ， 这 样 我 们 证 明了 
一 logd (xz) 在 6 附近 是 多 重 次 调和 函数 .因为 G 是 有 界 域 ， 所 
以 一 logd (zx) 便 是 G 的 一 个 连续 的 多 重 次 调和 穷竭 请 数 ， 所 己 上 G 
是 拟 凸 域 .， 口 

现在 很 容易 证 明 下 而 的 

定理 5. 5.9 CQ” 中 的 全 纯 域 一 定 是 拟 凸 域 . 

证 由 定理 5.5.5 倒 道 ， 全 纯 域 具有 圆 盘 性 质 ， 再 由 定理 
5. 5. 7, 具 有 圆 盘 性 质 的 域 一 定 是 拟 凸 域 , 因 而 全 纯 域 必 是 拟 凸 域 . 
口 

一 个 自然 的 问题 是 ; 拟 凸 域 是 否 一 定 是 全 纯 域 ?这 是 Levi 在 
1910 年 提出 的 一 个 问题 . 他 首先 就 一 些 特殊 情形 证 明 上 面 问题 的 答 
案 是 肯定 的 . 一 般 的 情形 就 成 了 有 名 的 Levi 猜测 . 到 1942 年 , Oka 
”解决 了 2 一 2 的 情形 ,1954 年 ,Oka,MNorguet 和 Bremermann 同时 解 
* 249° 


决 了 这 个 何 题 . 复 流 形 上 的 Levi 何 题 是 由 Grauert 在 1958 年 用 层 
论 的 方法 解决 的 . 到 本 世纪 60 年 代 中 期 ,Kohn, Hormander 等 朋 0 
算 子 的 互信 计 和 解 闫 了 Levi 问题 . 因此 ,Levi 问题 长 期 以 来 对 多 复 蛮 
的 发 展 起 着 重要 的 影响 . 下 一 章 中 我 们 将 用 3 算 子 的 估计 来 解 央 
Levi 问题 , 即 给 出 氢 凸 域 一 定 是 全 纯 域 的 证 明 . 

5.$.3 拟 凸 域 上 存在 C” 的 强 多 重 次 调和 穷 旭 函数 

在 下 一 章 的 讨论 中 ,我 们 可 用 到 拟 上 曲 域 的 一 个 深刻 的 性 质 . 按 
照 定 义 5. 5.2, 拟 凸 域 上 存在 连续 的 多 重 次 调和 穷竭 函数 . 实际 上 ， 
我 们 可 由 这 个 连续 的 多 重 次 调和 穷竭 函数 出 发 ,构造 出 一 个 C™ 的 
驯 多 重 次 调和 穷竭 函数 . 

定理 5. 5. 10 设 CG 是 C" 中 的 拟 凸 域 , 则 在 G 上 在 在 CC 的 强 
多 重 次 调和 穷竭 函数 ， 

证 根据 所 上 巴 域 的 定义 , 在 上 上 存在 连续 的 多 重 次 调和 鹤 竭 
函数 ， 设 其 为 J 全 ' 

Gi {2: zEG, nl) 人 Ej), f=—=0r 1 2, 


则 G,CCG. 记忆 = 六 dtKGy， Ce--G)， 则 全 0、 傅 


vi(z) 一 | 下 一 合共) 和 JrfET， 
| 


这 里 六 如 定理 5. 4.8 中 也 示 ， 再 命 

iitz) =v (tz) zs), j=0, 1, 2, er 
那么 和 定理 5. 4. 8 的 证 法 一 样 ， 可 以 证 明 wj 是 G, 上 的 C™“ 的 强 多 
重 次 调和 函数 ,而 且 满 足 不 等 式 

we) tte) ur) tl, fj—0, l, 2, 

现 取 gEC™ (CR), 使 得 9? 是 递增 的 凸 画 数 , 当 t&&0 时 , gp (1) 一 

05 当 t>0 时 ，WV 6) >>0. 现 用 归纳 法 证 时， 对 于 给 定 的 自然 数 上 二， 
一 定 能 找到 正 数 al，…，e ， 使 得 在 如 上 有 


中 
2) = ap Clz)t1—j) ulz), 
J 二 1 


本 250 = 


au 十 1) 0, 和 上 有 Ctl) 汪 w， 显然 ,9 (wo 十 1) 在 
Go 上 是 的 强 多 重 次 调和 通 数 ， 者 已 经 选 出 此 13 ”9 kl 使 得 


B12) = 1) + Dap, 《2z) 十 1 一 站 区 zz》 在 G 上 成 


这 , 且 办 是 Gui 上 的 C- 强 多 重 次 调和 两 数 . 写 胃 (2} 二 加 -14z) 十 
(十 1 一 十) ， 这 里 a 待定 央 为 Gi 二 (Gi 一 Gi-1) G1 最 
然 ， 当 zEGi 时 ， 四 x) 守 x (Cz) 成立 ， 当 zzEG 一 G_1 时 ， 朋 
一 1 之 a (z) 于 ww (z)， 因 而 可 选择 充分 大 的 a， 使 得 asg Ca 十 
1 一 上 大》 衬 & 成 并 .而 下 在 Gi 一 Gs_1 上 非 货 , 因而 在 Ge 一 Ce 上 也 
有 炎 (z》 宇 u 《xz)， 同样 道理 ,名 在 G 上 也 是 C™" 的 强 多 重 次 调 
和 图 数 . 今 设 玉 是 GG 中 任意 紧 集 , 则 必 存 在 关 盖 0, 使 得 KCG。、 
于 是 ， 当 j 守 十 2，z 马 下 CG 时 有 
u(tz) 1 ju 十 2 一 jc 十 2 一 j0， 
因而 glwj(z) 十 1 一 站 一 0， 所 以 有 
p(s) = m+l; ztEK. 

这 说 明 { 加 } 在 G 的 任意 紧 子 集 上 一 致 收 化 ,车 记 (2) 一 lim 和 %(z)， 
则 就 是 G 上 的 C" 强 多 重 次 调和 穷竭 函数 . 口 

综合 8 5.4 和 8 5. 5 中 的 结果 ， 我 们 已 经 证 明了 

定理 5. 5.11 设 避 是 C 中 的 域 ， 那 么 下 列 五 条 性 质 等 价 ， 

Qi) 人 是 拟 凸 域 ; 

(11) G 具有 图 盘 性 质 ; 

(iii) G 是 全 纯 域 ; 

(iv) GG 上 存在 C" 的 强 多 重 次 调和 穷竭 函数 ， 

《v) 一 logq (xz)} 是 GG 上 的 多 重 次 调 利 沙 数 ，; 

如 果 避 是 具有 局 边界 的 有 界 域 , 那么 上 述 五 条 性 质 和 下 面 的 
性 质 等 价 : 

(vi) 上 G 是 Levi 氛 王 域 . 
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证 各 条 性 质 之 间 的 推导 关系 如 下 图 所 示 ， 


定理 .5.8 
定理 5. 5.9 定理 5.5.7 
th 《1 Ci) 
"~ 
Ct 
Ar 定理 5.5.14 
Sy 


riv) tv) 


(vy) 一 《i) 的 证 明 已 董 池 在 定理 5.5.7 中 ， 唯 有 0) -> 
i) 的 证 明 将 留待 第 六 章 . 


[ 注 记 ] 


§ 5.1 和 8 5.2 的 结果 主要 都 是 由 日 。Cartan 和 PThullen ECT] 得 到 
的 .在 两 个 变数 的 情况 下 ， 全 纯 域 满足 Levi 杀 件 这 一 事实 是 由 EE. EE Levi 
在 1910 年 证 明和 的 。1933 年 ]， Krzoska 在 他 的 博 土 论 交 中 把 它 推广 到 x 个 变 
数 ， 定 理 5. 3. 13 是 J]. J]. Kohn [Ko] 在 1963 年 证 明 的 ,两 个 变数 的 多 重 次 调 
和 函数 的 概念 首先 是 由 Oka LOka] 在 1941 年 引进 的 ，1953 年 他 把 它 推广 到 
n 个 变数 的 人 情形， 当时 Oka 把 这 种 画 数 昌 做 拟 凸 函数 ，1945 年 P，Lelong 
[Lelj] 区 狼 立 地 引入 了 综 重 次 调和 函数 的 概念 , 他 称 这 种 函数 为 和 多重 次 调和 
靖 数 ,一 直 沿 用 至 今 ,§ 5. 4 中 关于 多重 次 调和 酒 数 的 性 质 大 部 分 是 由 他 们 得 
到 的 . 关于 多 重 次 调和 函数 和 实 的 凸 函 数 之 间 的 相 杞 性 ,有 兴趣 的 读者 可 参 
阅 [Br21， 一 logd (zx) 在 拟 内 域 上 的 多 重 次 调和 性 (定理 5. 5.11 (iD 一 (v)) 
首先 是 由 OFka [Okaj 在 心中 证 明 的 一般 的 情形 由 Oka LOka，155 一 [57] 
P，Leiong [Le2] 和 提 ，Bremermann FBr2] 所 证 明 . 
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第 六 章 3 问题 及 其 应 用 


第 五 章 中 我 们 已 经 证 明了 全 纯 域 一 定 是 拟 严 域 ， 反 过 来 的 问 
是 是 ， 拟 西域 是 否 一 定 是 全 纯 域 ?这 就 是 著名 的 Levi 猜测 或 Levi 
问题 , 本 世纪 60 年 代 中 期 , 由 AAndreotti, Vesentini, Morrey , Kohn 
和 H6rmander 等 人 发 展 起 来 的 5? 舍 计 方 法 ， 把 Levi 问题 的 研究 
归结 为 3 问题 的 可 解 性 及 对 解 的 估计 . 本 章 将 介绍 "估计 方法 ,并 
用 它 来 解决 Levi 问题 . 


§ 6. 1 两 项 准备 知识 


在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 将 要 用 到 函数 的 光滑 化 方法 和 
Sobolev 空间 的 概念 ， 作 为 准备 知识 ,我们 将 先 分 别 予 以 介绍 . 

6.1.1 函数 的 光滑 化 

函数 的 光滑 化 是 指 ， 对 任意 xE [7(R*)， 要 找 一 列 浮 数 ww€ 
CC™” 门 ) (R*)， 使 得 当 一 co 时 ， 有 一 上 一 0， 这 个 从 ww 找 
{ 的 方法 称 为 昭 数 的 光滑 化 方法 或 Friedrichs 正则 北方 法 .其 
实 ， 类 似 的 方法 在 证 明定 理 5. 4.8 和 定理 5. 5. 10 时 都 已 用 过 . 

如 证 明定 理 5. 4. 8 那样 ， 取 XX， R* 一 R， 使 其 满足 下 列 条 件 : 

(i》 XEC™ RM), 

(ii》suppX 是 紧 集 ; 

(iii) ¥0} 

Civ) | xzyamkry=1 

这 样 的 函数 不 难 找到 ， 俩 如 ， 取 
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| ，| 了 |< 挟 1 
Wir) 一 zl 一] 
0， 1x| 宇 1. 
如 果 记 c 二 | ,p(x)dm(r), 那么 X(z) 一 上 glx) 就 是 满足 上 述 条 
件 的 函数 . | 

现在 可 以 证 明 

定理 6. 1.1 设 X 是 CR*) 中 的 非 负 国 数 ， 旦 满足 

| sx(zaamacz) =],， suppXC {rER": |z| 志 1}, 


记 lx) 一 于 三 | .如果 对 xzE EGR")， 傅 


tt) (ELTY 一 | Cr— Xdmty) 4 
那么 GG) we CN LODR ); 
(ii) suppa:CTC {rz: dlr, suppa) Se}; 
(i) 当 e->0 时 ，|. 一 zz 0. 
这 里 前 Gi) 说 查 , 如 果 suppz 是 紧 欧 ,那么 suppa, 也 是 紧 的 ; 
(iiiy 说 明 {ww} 就 是 zz 的 一 个 光滑 化 序列 ， 
证 人) 把 (zx】 改写 成 
mlz) 一 | uly) Kr—y dmy), 
便 知 tCx)EC™(R*)， 下 面 证 明 |aj: 和 过 |xlli::， 事 实 上 
lal = | ,lace) ldmcz) 
[ 


-J 


了 
<| ,人 | cz 一 zcoodort] amcz) 
我 自 


| CTI— yy dm( ty) | dm 人 (zr) 


<| {lucr—w hamty)) 

RR 记 
。 (Ca am Cr) 

。254 。 


=| ,xame) | ece 一 jamce 一 人 el 他， 


这 里 我 们 用 了 等 式 | ,入 (>)am (y) 一 1 由 于 ww ECRN), 所 以 


ur)IELR"). 

(ii) 任 取 xo EE suppue， 我 们 先 设 w(xo) 和 关 0， 如 果 
dros stuppay 之 5 那么 B (Cros 8) 门 suppr 二 证 ， 由 于 suppX 一 
{: | 过 < 所 以 


oz) 一 | uxo— yy dm(y) 


[lS# 


= | uw Xr —w) dm(w) =0, 
lr —wle 


这 和 af To 0 于 盾 . 再 设 到 全 0) 一 0， 则 | 必 有 Te Ts Mri) 0. 
由 土 而 的 讨论 知道 ,SCzraysuppa) se 让 一 co, 即 得 a(x,suppa) 
EE. 

(iii) 由 于 aEZ2CR*), 对 于 任 给 的 52>0, 存 在 具有 紧 支 集 的 连 
续 函 数 mw， 使 得 


ve GD 
由 (1) 所 证 ， 对 于 任意 的 e>0 有 
juve le vl 5. (2) 


记 直 二 suppw， 则 天 是 紧 集 ， 取 定 ?>0， 记 

天 ;一 (FER d (rx, K) &n)}, 
则 并， 也 是 紧 集 ， 由 于 >” 在 天 ; 上 连续 ， 因 而 一 致 连续 ， 故 存在 
7 0 Ar ER, Blzrmr’ < 六 时 ， ar 一 (| < 


全 和 全 
BR ”这 里 m(K1) 记 天 在 BR 中 的 体积 今 取 e< 
triltt Cp ' 二 7, 出 当 rEK,, ly | < 时 ， TT— yEnc ks 因而 


* Zo 


合 
[utr— yy u(r) mk 


于 是 


max [vtr)— wtr) | 
IE 上, 


<Max | 一 VE | dmty? 
工 全 兵 。 民 


合 
me | 上 一 光一 号 [XV am RY) 


因为 suppv 二 外， 由 Gi) 知 suppveCKi, 所 愉 supp (we 一 v) CK 
于 是 - 


工 
[wv — wl = 人 fo) ur) | :dm (x) 


上 
一 (| [vr — v(tr) | :az) | 一， C3) 


综合 “1)，(2), (3)， 妇 得 
ae ae—wllt He —v lt lo — il <. 
即 当 se-*0 时 ,la 一 ulli2:-*0. 口 
注意 , 明 然 上 面 的 讨论 是 对 EL:(R*) 进行 的 , 其 实 所 有 结 
论 对 wzEzirRy，1 扫 pp<oo 也 都 成 立 . 
6. 1.3 有 "上 的 Sopboley 空间 
设 G 是 R* 中 的 开 集 ， 对 于 FEC”(G) 及 非 负 整数 *， 定 义 


= Dhpfle= 5 | PD) Fdmr), 


lal Iel 寺 3 


这 里 a=(@,,…,ax) 是 多 重 指标 ,CD'f) (xz) 一 -守卫 , 记 
{= (a A 月 性， 证 本 


A(G}= {FEC™ CO): ASoo)}. 
对 于 .fgE A,CG); 定 名 它们 的 内 积 


(fg), = >， | pp ez) (Drg) xr)dm(x), 


lu| 才 5 
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特别 
fg), 一 | fox) glryam(r) 


就 是 普通 L(G》 中 的 内 积 ， 简 记 为 ‘7 ，g}， 由 Schwarz 不 等 式 
if,g),| SB Alell;. 

现 设 i ) 是 4，(G) 中 的 Cauchy 序列 ， 即 当 j,k& 王 oo 时 ， 

一 下 上 ,一 0， 按 照 1 几 ;的 定义 ，、 对 于 任意 lz| 志 s， 均 有 
DF, 一 D’fili: — 0, TR oo, 

特别 当 a 二 (0，…，0) 时 ， 有 | 一 让 lz 一 0, 有 即 {ff 是 L(G) 
中 .个 Cauchy 序列 . 由 于 L(G) 是 完备 的 ,所 以 存在 ELi(G)， 
使 得 | 一 天: 一 0,j 一 oo. 这 个 下 是 由 A (G) 中 的 Cauchy 序列 
{ 记 } 所 确定 的 ,把 所 有 这 种 了 添加 到 4,(G) 上 去 ,所 得 的 空间 称 
为 4.(G》 按 范 数 1 涉 的 完备 化 空间 ， 

定义 6. 2 4.5c) 接 范 数 由, 的 完备 化 空间 称 为 Soboley 空 
间 ， 记 为 W'(G), 

为 了 弄 清 Sobolev 室 间 W'(G) 的 构造 , 我 们 引进 弱 导 数 的 概 
念 ， 

设 JECrI， 的 )，9JECTCa， 的 )， 则 由 分 部 积分 法 


下 由 
| Try FH rar 一 【一 "| fr) prdr, 


好 《7 gr 一 《一 ，g). 根据 这 个 简单 的 事实 ， 我 们 
给 出 下 面 的 

定义 人 四 1.3 设 feE(G). 如 果 存 在 AEL(G)，, 使 得 对 任意 
FECFCGY， 总 有 

‘fF ,Dp 一 《一 1) (hg, 

就 称 训 为 了 的 a 阶 弱 导数 ， 记 为 Df 一 h (组 )， 这 时 称 子 的 = 阶 
弱 导 数 存在 . 

是 然 ， 如 果 于 的 a 阶 弱 导数 存在 ， 则 在 L(G》 上 是 唯 
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一 的 , 即 若 产 太 hi Pf 一 g, 则 和 和 gg 在 G 上 几乎 处 处 相等 ,如 
果 是 C* 函数 ,那么 它 的 驻 导数 就 是 普通 的 导数 , 这 样 就 把 导数 
的 概念 推广 到 L(G》 隔 数 上 去 了 .， 
容易 看 出 , 轮 导 数 的 运算 和 六 通 导数 是 一 样 的 , 即 若 ff, gE€ 
(0 ， 且 能 导数 Per，PDeg 存在 ， 那 么 对 任意 复数 a,， 5 有 
Daf + bg) = aDf + bD'g. 
又 车 弱 导数 芝 存 在 ，gEC"(G) 且 煞 在 G 上 有 界 ， 则 


(fg) 一 下 + 站， 
这 些 都 可 按 弱 导数 的 定 浆 直接 验证 . 

对 于 Sobolev 空间 来 说 ， 有 下 面 的 

命题 6. 1. 4 如 果 8E WCG), 则 对 任意 ,|z| 委 5, 弱 导 数 Per 
存在 . 

证 根据 W”CG) 的 定 六 ， 存 在 A,(5G) 中 的 Cauchy 序列 
{ 六， 当 J 一 2 时 ，|1 六 一 了 0 因而， 当 记 ece 时 ， 有 
| 六 一 六 一 9， 由 此 推出 ,对 任意 <x，|az| 委 * 有 

Df — Df — 0, j,k- o0. 

因为 LCG) 是 完备 的 ， 所 以 存在 hELCG), 使 得 当 co 上 时， 有 
ID 一 hi: 一 0， 任 取 gE CFG》)， 则 有 


1 


(f ,Dp = limtf;, D'p) 一 【一 130 lim 《7 9) 
=—(—1) "(hh,g. 
此 即 D*f= 有 6 { 弱 )， 口 
现在 可 以 在 全 Gy》 中 定义 内 积 . 
设 /，gEHG)， 定 义 它 们 的 内 各 
{f,g), = 5 | PD Gamcn， 


这 里 D'f，Dr'g 都 是 弱 导 数 ， 
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如 果 AgE4:CG) ,那么 上 而 的 定义 和 原来 的 相 - 一 致 . 特别 
FAN = fF}, = > PAF. 
[er 


在 这 个 内 积 下 ，W(G) 是 一 个 Hilbert 空间 ， 

和 下面 证 明 命 是 6. 1. 4 的 道 也 是 成 六 的 ， 为 此 先 证 

命题 6. 1.5 设 G 是 R” 中 的 开 集 , 如 果 xXEG,d (rx, 260) 六 
<s， 弱 导数 Df 存在， 那么 

Df x XI) = CD FY) # XY) x), 

这 里 入 是 定理 6. 1. 中 定义 的 哨 数 ， 

证 因为 d(Cr.30) 之 e， 所 以 Blr,e) CG， 于 是 

DCf 入 Cr) 一 站 (| fxr Wamey) | 


=| FWD Wdmty) 
一 (一 ]) 中 FnPpoCz 一 am 


=CD" oD" DON amey) 
= (DF) = 和 Cr OD 
现在 证 明 
定理 6. 1. 5 Soboiev 空间 W*(G) 可 表示 为 
WG) 二 (ffEL(G}; 当 |aj 委 时， 能 导数 忆 " 了 存在 }. 
延 ” 若 把 满足 上 式 右 端 条 件 的 函数 的 全 体 记 为 己 (G)， 则 命 
题 6. 1, 4 已 证 WG) 和 PCC) 现在 要 证 P,(G) CWAGO), 和 任 取 让 
EP.(O), 则 fEI2(G)， 且 对 任意 a，ja| 志 ;， 弱 导数 站 存在 . 
我 们 要 证 明 , 存在 f,€E 4,(G), 使 得 当 jsc 时 ,; |f, 一 一 0. 任 
取 有 理 点 aEG， 则 必 存 在 充分 小 的 r+,, 使 得 Bta,, r+,) CG， 当 
cj 志 浪 如 中 的 有 理 点 时 ， 所 得 的 球 列 {18 (a;， rj)} 要 
盖 厂 G， 取 从 属于 {Bta,，r,)) 的 单位 分 解 {3,}， 则 对 任意 j， 
supp{7, 放 7 广 CG. 对 任意 ※，|a 过: 及 轩 定 的 j，， 怠 导数 . 
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DP 站 ELG). 于 是 ， 由 定理 6.1. 1 得 知 ， 当 #0 时 ， 有 
PA Xo Dn 0. 

这 就 是 说 ,对 任意 --… 列 赵 于 0 的 正 数 5， 存在 e (j,k&) 0， 使得 

当 |a| 扎 s 时 ， 有 


. d 
| Den,f) 兴 光一 ron Fy: EE 


命 及 一 和 (让 x* Xn, 显然 疡 EC (G) 人 11* (G). 对 每 个 
a、|al 志 s， 利用 命题 6. 1. 5， 即 得 
lf — Df = ND DUO Xo0.n} — D'( Df, 


了 一 


Dp 


A 
驴 
3 
> 
六 
Ey 
| 
号 
3 
Ee 


Yo. 


因而 有 抽 fs 一 捉 ~>0， oo 品 

定理 6. 1. 6 有 时 也 被 用 来 作为 Sobolev 室 间 W'(G) 的 定义 , 这 
个 定理 使 我 们 弄 清 了 W* (G) 的 构造 ， 它 是 由 L(G) 中 那些 具 
有 强 导 数 Df (al 所 s) 的 元 数 了 所 构成 当然 , 具有 弱 导 数 的 函 
数 未 必 具 有 普通 的 导数 , 但 下 面 的 Soboley 引 理 断言 , 具有 高 阶 弱 
导数 的 函数 必 具 有 一 定 阶 数 的 普通 导数 . 

定理 6. 1.7 (Sobolev 引 理 )” 设 G 是 R* 中 的 开 集 ,如 果 s>> 


立 , 不 是 任意 的 非 负 整数 ， 那 和 


WO C Coo). 
为 此 要 先 证 下 面 的 


引 理 4. 1. 8 (Sobolev 不 等 式 ) ” 设 侣 是 R* 中 的 开 集 ,外 是 
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G 中 的 紧 集 . 如 果 :之 从， 则 必 存 在 常数 C>0, 使 得 对 每 -- 个 /E 
及 ，(G】 均 有 
| max|f(7)| CHA, 
证 因为 天 是 避 中 的 紧 集 ， 页 必 行 在 p 汪 0， 使 得 对 每 一 个 
czE 天 都 有 Bta，p) CG. 取 定义 在 L0，c22) 中 的 未 数 3， 使 得 
9EC™( [909，p])，suppgC [0, 由 ,县 当 >Efo， 号 ] 时 ,有 
?tr) 二]， 对 固定 的 ce 扣 天 ,通过 ?可 定义 了 R 上 的 枯 数 
3 《| 一 al 仍 用 子 简 记 之 . 任 取 fe A (G}， 并 用 极 坐 标 ,， 了 可 
写 为 
flrs Tn) = freost ,rsing cosd, ,ee ,rsind sinO ssindy. ,), 
在 3?” 的 定 关 中 取 ea=0， 则 ? (zl 一? (7)， 由 分 部 积分 法 可 得 
| a, = (~— 1s — 1 100), 
或 者 
. f(0)= (1 : [ar 


Ys 一 1)1! 
让 上 式 两 端 在 单位 球面 上 积分 ， 记 单位 球面 的 面积 为 m， 并 注意 
到 体积 元 素 和 面积 元 表 的 关系 为 dm 一 r”!'drdg， 就 有 


f(0)o = (— 1 5 | x Sa do. 


I 


”vB w- 


_ 日 1 一 点 a'{nF) 
(一 了 (Cs 一 7) 7 a dm 


用 Schwarz 不 等 式 得 


| 


1 
_ 3 
六 26 mam| 


1 i 
|f(0)ol 委 (s—— 1)! (J py 


| 
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1 


B: 9 | am| 了 


(4) 


由 于 "> 全、 所 以 ? Gs 一 N) > 一 N， 右 端 第 一 个 积分 收 伍 ， 四 于 
B (0，p) CG， 右 端 第 “个 积分 不 超过 


| 


了 12 ,十 a i 
ED) oo < PPD) 
: | 尘 7 


cf Pos) 
= CA 
于 是 由 (4〉 即 得 
|F(0)| CA,, 

这 里 C 代表 一 个 常数 ， 它 在 不 同 的 地 方 出 现 可 以 取 不 同 的 值 . 对 
于 玉 中 任意 点 a, 取 5 为 37(17 一 a1), 所 有 的 讨论 都 在 Bta,p) 上 进 
行 , 即 可 得 辣 祥 的 结论 . 口 

定理 6. 1.7 的 证 明 设 FE 开 一 CC) 我们 要 证 明了 在 人 上 所 
乎 处 处 等 于 忆 5G)》 中 的 一 个 函数 . 鼎 据 WG) 的 定义 , 存在 一 
列 记 ) 喔 ritG)， 使 得 当 j 吕 时 ff 一 刑 p0 一 0. 因而 当 i 一 
co, joo 时 , 有 | 一 了 ,5-0. 由 于 所 一 让 E hrstG)， 所 以 对 竹 
意 a，|al 才 k&，D" 《一 六) 名 A，(G) .于 是 ,由 引 理 6.1.8， 对 
任意 紧 集 站 CG， 有 

max [xz — DfAD ECD — DPF, 
CH Cm— fl 0. 

这 就 证 明了 {D" 话 } 在 六 上 一 致 疏 伍 . 特 别 取 as 一 00，…，0)， 就 
有 !f 在 到 上 一 致 收 钱 , 设 其 极限 函数 为 g, 由 于 {Df) 也 在 
不 上 一 致 收 傅 ， 因 而 有 DDD'g， 所 以 gEC* ( 太 ) .这 时 当然 
有 | 了 一 gl 一 0 (j=o0) .另外 从 | 记 一 Fi 一 9， 当 然 也 有 
I 一 了 gy 一 0 所 以 下 在 天 上 几乎 处 处 等 于 g， 因 为 KK 是 G 中 
任意 的 紧 集 ， 扩 以 在 G 上 几乎 处 处 等 于 gg. 口 


Sobolev 引 理 是 研究 偏 微分 方程 解 的 正则 性 的 重要 工具 ， 它 
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在 偏 微分 方程 的 近代 研究 中 十 分 重要 . 
$ 6.2 把 3 问题 归结 为 王 估 计 


6. 2. 1 加权 的 平方 可 积 空间 
在 $4.5 中 我 们 曾经 提 到 过 ,C" 中 p,q) 形式 的 一 般 形状 为 
f= 人 > fue)dz A de, 


?=|ld|=# 


这 里 了 一 Gy 1 J 二 (jf dz/— de, A Adz,,, 
CE 一 CE A Ad 2 E93 算 子 . 
把 (5p，g) 形式 上 映 为 (pp, 9 十 1) 形式 ， 所 谓 3 癌 题 是 指 给 定 一 个 
Cp， gy 十 1) 形式 f， 要 找 一 个 (p，9) 形式 ,使 得 如 = 了 成 立 . 
由 于 ?> 一 0， 所 以 上 述 问 题 有 解 的 必要 条 件 是 3f=0. 

当 记 一 9 一 0 时 ，3 问题 可 叙述 为 : 给 定 一 个 (0, 1) 形式 f= 
之 六 (z) d z, 满足 3 二 0, 要 找 一 个 函数 x, 使 得 和 一 六 在 84.7 
中 , 我们 利用 平面 上 非 齐 次 的 Cauchy 积分 公式 ,已 经 讨论 过 平面 
上 的 3 问题 ， 以 及 高 维 的 具有 紧 支 集 的 3 问题 . 

下 面 我 们 将 从 Hilbert 空间 的 和 角度 来 考察 一 般 的 5 问题 ,最 后 
把 求解 问题 归结 为 证 明 一 个 不 等 式 . 

定 叉 6.2.1 设 G 是 C' 中 的 开 集 ，f， GC 是 可 测 函 数 ， 
Pp: GR 是 连续 畏 数 ,定义 


L(G,p = {fs) |f letam < oo}, 
这 里 dm 是 G 中 的 Lebesgue 测度 ，p 称 为 权 国 数 ，720G， 内 称 为 


加 权 的 平方 可 积 空间 . 
设 F，gE FIG， 岂 ， 定 叉 它 们 的 内 积 为 


(Fegy 一 eram， 
人 
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il = ¢f,f), = Nf Fe-sam, 


则 (G ,内 是 一 个 Hilbert 空间 . 同样 定义 
Tin CG ep) 一 Fr 了 是 (pe) 形 式 , 它 的 系数 
fuELG Pp). 
设 fgELSo(G; 季 , 定 多 它们 的 内 积 为 


《了 了 二 | fugue ram, 
了 


有 = ff = Difoberdm, 


记 |1F 一 之 /Ai 出 1 一 | Ze ram, 这 时 Lipwr(G, 罗 也 成 一 
个 Hilbert 空间 . 
设 7 一 DfndziNd zELi (Gp), 则 
Td 
af = p33 gs, A dzr A dz. 


Td Fal 


由 于 广 不 是 可 徽 函 数 , 这 里 的 < 品 是 户 的 能 导数 , 这 时 仍 有 ae 


Liporn(G,9 ;但 玉 未 必 属 于 Lestv(G,q) ,是 另 一 个 权 函 数 . 
我 们 把 扩 太 定义 后 的 3 算 子 记 为 荆 或 8,T 的 定义 域 D(T) 是 
指 
DODD = {FE LG GT E BintG,)}. 
荆 和 5S 的 作用 如 下 : 
Leo GP) Lerp (Gp) 一 Leprn Gg). 
6. 2.2 3 算 子 的 基本 性 质 


为 了 把 3 问题 灿 象 为 一 般 的 Hilbert 空间 中 的 间 题 ,注意 算 于 
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了 一 3 的 下 列 性 质 : 

(i) 了 是 线性 算 子 ; 

(ii DCT) 在 Zi.w (9) 中 稠 ; 

用 Dips) 记 G 中 的 (p,q) 形 式 了 ,其 系数 :ECF (G)}， 即 
在 中 有 紧 支 集 的 无 窍 可 微 函 数 显然 ，Dioys; (G) CC 
DCT). 对 十 任意 FE Lip,wntG，9) 可 取 具 有 紧 支 集 的 连续 函数 ，， 
使 得 | 了 ,一 x 由 :之 s. 因为 xz 有 紧 支 集 , 故 由 定理 6. 1. 1 (ii), 存在 
(wntE Co (GY), 使 得 上 | (ar 一 arr 一 0， 当 s->0. 于 是 得 
上 一 C0, 这 说 明 Dpws(G) 在 L(G， 由) 中 釉 ， 因 而 
DT) 在 上 3,.w{G，n) 中 短 . 

(ii) 了 是 闭 算 子 . 

设 EDGOT)，tarw，Tus>v， 要 证 朋 

EE DitT),H v= Tu. 

事实 上 ， 因为 wx， 所 以 uwELiys (G， qn) .由 于 了 在 弱 导 
数 的 意义 下 是 连续 的 , 所 以 Tu 一 Tx， 因而 TuELtsn (0, P), 
WwED COT), Hvu= Tu. 

6.2,3 3 问题 的 Hilbert 空间 模型 ， 

知道 了 了 的 这 些 性 质 后 , 便 可 把 3 问题 抽象 为 一 般 的 Hilbert 
空间 模型 . 

设 五， 五: 如 ;是 三 个 Hitbert 空间 , ,S$ 是 两 个 线性 算 子 ， 
它们 有 关系 

Hi— HH,»H,. 

7， 3 还 满足 下 述 条 件 : 

(i DtT)，D(S) 分 别 在 五 ,， 互 :中 条 ; 

(ii 工 ， 3 是 线性 的 闭 算 子 ; 

(i) TS 二 0 (这 是 因为 了 = 二 0) . 

如 果 Sr 一 0， 问 Tez 一 了 在 五 ,中 是 否 有 解 ? 
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容易 看 出 ，Ta 一 了 在 1 中 有 解 的 充分 必要 条 件 是 
Tue, = (fF, Bn, (1} 
对 五 :中 基 一 竺 密 子 集中 的 任意 gs 成立. 
在 什么 条 件 下 才能 使 〈1) 成 立 ? 让 我 们 回忆 一 下 了 的 伴随 算 
子 的 定义 ， 
琴 为 了 的 定义 域 五 (了 ) 在 全 空间 五 是 稠 的 , 即 工 : HH 一 Hs 
是 秽 定 算 子 ， 今 定义 
DOT) = (y:y €E Hy E Hv zx € DT) 
使 (Try 一 《zy 有 成立}. 
不 准 证 明 ， 对 于 给 定 的 xyE DD (T"), 对 应 的 y' 是 唯一 的 . 这 就 确 
定 了 复 子 "yy"， 称 7 ' 为 了 的 伴随 算 子 .因而 对 任意 的 7€ 
D(T)，yE DtT')， 有 
了 
我 们 知道 了 有 下 烈性 质 ，; 
(i)》 稠 定 线性 算 子 了 的 伴随 算 子 工 基线 性 算 子 ; 
ti》 稠 定 线 性 算 子 耳 的 伴随 算 子 全 ' 是 闭 算 子 ， 
《iii》 如 果 了 是 闭 算 子 ， 那 么 (T*)*=T.， 
容易 知道 ，T* 对 DoswtstG) 中 的 元 率 都 有 定义 ， 即 
DrnbtG) CDCT' ,因而 
Qiv) DCT') 在 五 ,中 笛 . 
今 设 瓦 是 五 :中 的 笛子 集 ，(1》 对 每 个 EE 歼 成立. 如 果 EC 
DT*)， 则 因 (Tx, g) = 4 人， Tgy，(1) 可 改写 为 
(urT gag) ~ (fg) (2) 
记 
H' = {Tg:g € ECDT')), 
则 太 和 1C 导 本 ,定义 有: H' 一 C 如 下 : 
A(T 8g) = (go fp, 
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是 定义 在 Ti 上 的 一 个 线性 泛 函 .如果 能 把 上 扩展 成 定义 在 整个 
空间 Hl 上 的 一 个 有 界线 性 汉 函 ， 那么 根据 Riesz 表示 定理 ,存在 
x 世 昌 1, 俩 得 有 CT 一 < 人 ga) 期 (gw) 一 ;让 , 这 就 是 
(C2), 因而 ww 就 是 Tu= 六 的 解 . 
在 什么 条 件 下 , 5 能 扩展 成 全 空间 豆 , 上 的 有 界线 性 泛 画 ? 
命题 6. 2.2 如果 存在 只 依赖 于 的 弟 数 Cj， 使 得 
lege T els EECDO™), (3) 
网 (Tg) 二 《<g， 启 可 以 扩展 成 二 ,上 的 有 界线 性 泛 函 ， 
证 ” 先 证 在 条 件 (3) 上 下， 汉 困 及 CT*g) 二 tg， 了 的 定义 
有 意 欠 ， 央 次 如 困 T' gl 一 Tg;， 那 么 
[a ga | CT Cg — 8g2))| = 0, 
国 而 (gi 说 二 (ga 让 .现在 先 把 扩充 害 翰 ' 上 . 设 xEH'， 则 
存在 了 ' gy€EHH'， 使 得 Tg 一 x， tc 于 是 由 (3)》 得 
[gi— ga | CNT gm— Tg Om o0, 
这 说 明 {tg, 店 } 是 忆 中 的 Cauchy 数列 . 邻 定 义 
hr) = limtg, f). 
因为 H! 蚌 五 的 一 个 闭 子 空间 , 命 已 是 五 ;到 吾 ; 上 的 投影 算 子 ， 
如 对 任意 zE zi ， 存 在 唯 -的 xo 气 吾 ;|， 使 得 Pr 二 zx6o. 今 定义 
hh Cr) 一 《xn) ,这样 就 在 整个 空间 妃 , 中 都 有 了 定义 . 下面 证 
明太 是 再, 上 的 有 界线 性 汉 函 . 任 取 xXx, yE i, 它们 唯一 地 对 应 着 
Xo， yo 有 1 如果 zo。，yo€E 晶 ， 那 么 
六 (ar 十 By} = har Pyn) 一 站 (ad gt BT"g:) 
=h CT” (eg 十 有 gr = agtpBe, 
=—o gis ff) TB (gs 7) 
一 oa (T*pg) 十 (T' gs,) 
=ah (ro) 十 PR Cyn) =ah (x) TPA Cy). 
属于 闭 包 的 情况 可 通过 极限 证 明之 ， 所 以 上 是 线性 的 ， 
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有 界 性 的 证 明 也 很 容易 . 对 于 任意 zE 五 )， 
IACr)| = A(z0)| = 15 人 有) 
=|g,f) CT gl=C|xol 
Crl|z|. 
Xxo 属 于 闭 包 的 情况 可 通过 极限 来 证 明 . 口 
现在 同 , 在 慎 么 条 件 下 ，{3) 能 成 立 ? 注 意 ， 上 和 面 的 讨论 并 没 
有 对 上 加 以 限制 ,实际 上 ， 只 要 对 满足 sf 一 0 的 讨论 就 行 了 . 记 
NIS) = {rE HSr = OROTY) = {Trr EE DOTY), 
称 N(S) 为 算 子 5 的 零 空 间 ，R<T) 为 算 子 人 的 像 空 间 ， 
NS)，R(T》 和 NC(T'*) 间 有 下 述 包 含 关系 . 
引 理 6.2.3 N{S)LCROT)-CNCO*). 
证 任 取 区 ENGS)+-，yERCT)， 则 必 存 在 hE DCT), 使 得 
y 二 Th. 由 于 ST=0， 所 以 Sy 二 STh 一 0， 期 vENCS)， 因 而 过 | 
y， 这 说 明 TE R(T)T. 这 就 证 明了 N(S)! CRC(T)t. 再 到 
XEROT)+， 则 对 任意 vyER(T}， 有 x， 9 二 0. 而 y= Th， 
EDOT)，、 因 而 tx， Th) 一 0, 即 (TT'x, hy ==0. 由 于 yy 是 任意 
的 ， 因 而 也 是 任意 的 ， 所 以 了 T*x=0, 妈 xzEN(T*)， 因 而 
R(TY+ICN(T"Y .0 
现在 可 以 证 明 
命题 6.2.4 设 DCT'*') 个 D (5) 在 五 ,中 笛 . 如 果 存 在 常数 
忆 ， 使 得 对 每 个 gEDCT*) 门 DD (5S)， 有 
[el < COUT gl + lSgll:), (4) 
那么 
a | vCal (5) 
对 每 个 fE NGS) 和 gEDT")NMDGCS) 成 立 ， 
证 任 取 gEDCT "DMNDCS). 把 g 对 闭 子 空间 NCGS) 作 正 交 
分 解 ; g 二 gi 十 gs， 这 里 gEN(S),， gsE€ NtS)+. 我 们 证 明 gj， pg， 
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都 在 (7 ) 门 PP (3 中 .事实 上 , 因为 a ENCGS), 所 以 Sg= 
0, 因而 gE DCS) .其 次 , 由 引 理 6. 2.3, 从 gs ENCGS)+ 得 知 g2 EE 
NC(T*),; 即 7" gs: 一 0, 因 而 g: ED(T'). 由 于 gE€DC(T*) 人 ff 
DiS), 所 以 gg 二 gg 一 gE DD(T ,因而 g; E€ 
万 CT DN 人 NDCGS) .于 是 gj 一 g 一 gED (CT') 门 DOS) .这 样 


lg11}| = |g git?)| = [gf} 十 {gos }| 
= Figs | (因为 gi EE NISL ,FE NGS)) 
过 ||7lilell 
< vANdT el 十 Se 


(因为 gj 二 DET 人 站 DS) ,由 (47) 
v CIAT al 
(有 国 沪 gg 世 NS), 所 Sg 二 0) 
v CAT Ce — gi) 
w CHANNT' gel. 
[ 国 为 8 EE NYLC NOCT")).0 
这 样 一 来 ,全 部 问题 归结 为 ,在 什么 条 件 下 , 不 等 式 (4) 成 
下: 上面 的 结论 可 总 结 为 下 而 的 
定理 6.2.5 设 DCT*) 个 PD (5) 在 五 中 再 ,如 果 存 在 常数 
CC， 使 得 对 每 一 个 gED (T') 站 DC(S)， 有 
la SCAT gall + lSell’), (4) 
那么 Tu 二 了 对 fEN (tS) 有 和 解 ， 昌 和解 满足 
(Ci all 有 CA 
(i》 存 在 vEDCT')， 使得 w= 二 了 *v; 
Cj) xENCT). 
《4) 称 为 基本 不 等 式 . 
证 Tu==f 对 .AEN(S) 有 解 这 一 事实 已 在 上 面 证 明 . 现在 证 
朋 解 满足 上 而 三 条 性 质 . 办 为 线性 证 函 声 的 界 是 CAIl, 故 由 
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Riesz 表示 定理 | 中 dl 委 C fl， 这 就 是 (i) .为 了 证 明 《〈iy， 我 们 
先 证 明 存 在 {gx) 所 万 0 7， 使 得 
u = lim7 g,. (6) 
四 为 按照 泛 函 疡 的 扩展 过 程 , 对 一 般 的 zxE 五 ， 对 五 ! 作 正 交 分 解 
zx 二 十 zis 其 中 必 全 Hi yx 人 C1)+. 然后 定 交 (x) 一 站 (x0) ， 
现在 让 XE (CRD)+， 这 时 xs,=0. 寺 是 
hixr) = AACro)} = hIDY) = 0 = (ru), 
这 说 明 xz 引 五 ;， 因 而 有 “一 Jim7 gx 其 次 我 们 再 证 明 
7 (DCT 一 了 (VCS) 门 五 CT))， [7) 
右 闯 包含 在 左 办 内 是 显然 的 . 今 取 eEED CT"), 把 g 对 和 NCS) 作 
正 交 人 分解: g 二 gy 十 gs， 21EN (SS),， gzEN 0S) .由 引 理 6.2.3 
和 NCS)- CN (TT ,所 以 T'g=T' pg, 故 57) 成 立 , 由 于 (7), 不 
妨 设 (6) 中 的 EN (5S) 门 DP CT') .在 命题 6.2.4 的 不 等 式 
(5) 中 命 /二 g 一 gx， 可 得 lg 所 vwCY gs. 峡 为 {7 ge 收 人 证 ， 
所 以 
la 一 中 CT 一 了 了 0， 天 一 oo, 
即 {gi:) 是 一 个 Cauchy 序列 . 设 gam， 由 于 了 "是 闭 算 子 ， 所 以 
vED (T"), 且 #==T'wv, 这 就 证 明了 (Gi) .diii) 的 证 明 很 简单 ， 
任 取 xENC(T),， 由 Gi》 即 得 
Tay = Tv = (rv = 0. 
所 以 wwEN(T)-. 口 
这 个 定理 说 明 ， 当 基本 不 等 式 (4) 满足 时 ,一 对 FE 
N(S》 有 和 解 ， 而 且 解 x 具有 定理 6. 2. 5 中 的 性 质 , 注意, 条件 44) 是 
3 方程 有 解 的 充分 条 件 , 并 不 必要 , 即 若 (4) 不 成 立 , 3 方程 也 可 
能 有 解 ， 但 这 时 解 # 就 不 一 定 具有 定理 5. 2. 5 中 的 性 质 了 , 以 后 我 ， 
们 将 看 到 ,具有 定理 6. 2. 5 Gi? 的 解 有 良好 的 性 质 . 为 了 区 别 于 其 
它 的 解 ， 我 们 给 出 下 面 的 
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定义 6.2.6 设 z 是 上 方程 加 = 了 的 一 个 解 ， 如果 存在 wE 
DCT* )， 和 使 得 w= 二 T'w， 就 称 为 方程 的 一 个 标 淮 解 或 Kohn 解 . 

定理 6. 2. 5 断言 ， 当 基本 不 等 式 (4) 成 立 有 时， 如 一 了 上 对 FE 
NtS) 一 定 有 标准 解 . 


$ 6.3 9 问题 解 的 存在 性 定理 


现在 回 到 我 们 的 间 题 ， 这 时 
H=Liov Gp Ho Li vw, Pp) Hm= Li (Gp), 

这 里 gy，g， 旬 是 三 个 权 隙 数 ， 它 们 都 是 实 值 连续 函数 . 

我 们 现在 要 证 明 ; 如 果 GG 必 CC" 中 的 所 西域 , 那么 对 任意 gE 
DC(T*"YMmDptS),， 有 

lals<C Cll gels tlSell:). C1) 

证 明 的 思路 是 这 样 的 : 

(j) 先 在 - : 定 的 条 件 下 , 证 明 对 任意 gED CT*) 门 D (59) 必 
有 ED.s-1 (GY}， 使 得 在 相应 的 范 数 下 ， 有 

hg Th—>T gg, ShrSpg. 

因而 只 要 对 gE DG) 证 明 不 等 式 (1》 就 行 了 . 

(ii》 适当 选取 名 ; 多, 名 ,使 1) 中 需要 的 条 件 得 到 满足 然 
后 再 在 一 定 的 条 件 下 , 对 g€ Deows4r Ge) 证 明基 本 不 等 式 (1) 成 
Ls 

(ii 对 CC" 中 的 拟 西 域 , 证 明 (i) 中 需要 的 条 件 是 成 立 的 , 因 
而 基本 不 等 式 (1〉 对 任意 gED《T*)NMMDCS) 成 立 ， 

5.3. 1 用 Donoc) 中 的 元 素 通 近 DT') 门 P(S) 中 的 元 
Eg 

先 证 明 下 面 的 

引 理 6.3.1 设 刀 是 上 中 的 域 , 则 必 存 在 满足 下 面 三 个 条 件 
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的 函数 列 {7,}; 

《1 PEC (OG); 

(ii) 对 任意 zxEG，0<7n{zx) 入 1; 

Gii) 对 于 GG 的 任 一 紧 集 天 ， 存在 正 整 数 j,， 当 > 六 时 ， 
7，(z)】 三 ] 在 瞩 上 成 立 . 

证 取 如 的 一 个 正规 穷竭 { 玉 ,}( 见 引 理 4. 6. 4), 俞 8, 是 天 ， 


上 的 特征 函数 ， 设 6,=d(K,，8G)， 可 上 一 二 8 作 
D(z) = (gx Xe)(z), 


则 出 定理 6. 1. 1 知道 四 在 G 中 有 紧 支 集 , 且 无 穷 次 可 微 , 因 而 7€ 
Co (G)， 显然 0 夺 所 1， 对 十 任意 紧 集 玉 CG， 有 充分 大 的 六 使 
得 所 民生 天 ,， 其 中 真一 17 |7 一 y| 寺 5 ， XE 尺 }， 于 是 ， 当 广 
和 天 时 ， 便 有 


7 (TT) 一 | goox, pdm = Jeo%, (xX— ydmty) 


pT” 


一 | 和 cz 一 par 一 | Xe (xy dm(y) 一 1 
下 Rp" 


因此 {7;} 便 是 所 求 的 序列 . 口 
引 理 6. 3.2 设 侣 是 CC" 中 的 域 ， 7E CFtG)， 且 满足 


* 2 
全 op dz, Ce 号 ， 7 一 1， 2, 2) 
那么 (i) 对 于 f= Sfuder Adz,, 有 
13 (9f) yf lie rntlflie®", j=1, 2: (3) 


Kii) 如 果 FED (7")， 那么 yf ED CT*). 


证 因为 加 一 >) dz， 3 (yf) —mAf+Yaf, 
所 以 
.272 。 


3 027) 一 ?= mAf=1 fd Nd Ad 


< 二 之 ， 
Tl 


‘oo f=!1 


吐 


EA 
EAA 


于 是 由 {2) 即 得 
EEE MIA DHE 
(ii) 要 证 明 ?7FEDD (T")， 就 是 要 证 明 对 于 任意 w€D (7T)， 
存在 vE Li,.o 《G，m)， 使 得 (Tu, 376 二 《V7p: 为 此 兵 要 
证 明 (Tu，?7), 是 zx 的 有 界线 性 省 函 就 行 . 事实 上 ， 
(To gf = Tu a= Tp) 及 sa 十 (一 了 
一 (es 十 (Tu 一 人 GD) ,fe 
和 式 的 第 一 项 由 Schwarz 不 等 式 得 
| usnT fs [IT Fs lulls. 
第 二 项 由 Schwarz 不 等 式 以 及 (让 可 得 
| Tu— TO) ,7 Sls lyTa oT Gp eS A alls,. 
由 此 即 知 Tw, 7/)。 是 L4,.s (G, Ph) 上 的 有 界线 性 沪 函 . 由 Riesz 
表示 定理 ， 存 在 v€E Lip.wtG， 加)， 使 得 (Tw, y= (vp 
因而 xfFEDCT*), 且 v=T*(77)， 口 
在 证 明 过 程 中 ,需要 用 到 翌 随 算 子 了 "的 表达 式 ， 
引 理 6. 3. 3 设 7 一 之 加 cdrrAdz EDPGT ) ,这 里 111 一 名， 
了 =o 十 1， 那 么 


了 
e Sr |f|le ®. 


T'" f= (Do Dlen (e Refixr) dzi Nd zx 《二 ) 
TR 了 一 人 1 
或 者 
此 了 机 
eT f= (—1) 1 | < 一 fx 疾 dz Nd Zx, (5) 


这 里 |K|=g,; 名 ECO), 
as 


证 取 #= > uxdziAd zt€E De (G)， 那么 
7 


Ta 一 于 一 2, 2 hh 


[fl=piR lm mE oR) 


- (DD) ;PE qer Md z, Ad zx 


1k 
了 | 三 卢 | 天 | 一 9 1=" 1 a%, 


【一 了 >， > ed 


天 一 人 


《一 1) 广 ! >) > la, 2 (emf,r) dm 
IR j=1t i 


‘fF, Tun, 


| 


| 


中 9 
《一 1)21 > >) A (e mfrik) e uxdm. 


1, 权 一 了 本 


(6) 
上 面 第 二 个 等 式 用 了 分 部 积分 公式 ,因为 wix 有 紧 支 集 . 另 一 方面 ， 


eT* 了 了， uy ,=5| CT* fae dm, 


由 于 《ff，Tw)s 一 (rf, 0 把 上 式 和 《6) 比较 中 得 
(T"* fix= A 
因 面 
Tf= (D1! EA dzr Ad zx. 

上 式 岂 可 写 为 。 
Tf= (— Dr”! > el fe fe x | dur Nd xr. 
由 此 即 得 (5)， 口 

现在 可 以 证 明 

命题 6. 3.4 设 避 是 CC 中 的 域 ，{%) 是 引 理 6. 3. 1 中 的 天 数 


列 ， 如 果 ECIGG), 上 且 
+ rd 


地 
p >) Os: 
a 4 一 一 


{=1 | 
那么 对 于 任意 feEDCT" IM DCG) ,存在 记 Disin(G) 使 得 当时 
-co 时 ,有 

aC— f=0, HT AT Te 0, (SA — Sf —0. 
证 明 的 思路 ”证明 分 为 两 部 分 ， 
(~) 先 让 对 于 任意 feEDCT*) 门 D(S), 必 有 具有 紧 支 集 的 g 
ED D) 门 DO), 使 得 当 一 0c 时 ,有 
gi— fl —0, 和 ”Sr 一 全 ”| 0, lSsg:— SFls—0. C8) 
{ 二》 对 于 具有 紧 支 集 的 fE DCT*) 门 DCS), 证 明 存 在 hE 
DooatvtG) ,使 得 当 站 -oo 时 ,有 
afl —0, NRAR—T far0, NS —Sfl, 0. (9) 
证 《< 一) ”对 于 任意 的 feED CT*) 门 D 05), 命 gi 一 所 ff， 
则 g 就 满足 (8)， 因 为 加 有 紧 支 集 ， 所 以 g, 有 紧 支 集 ， 现 在 先 
来 证 明 〈8) 的 第 三 个 级 限 式 .由 引 理 6. 3.2 (i》 可 得 
la hf) 一 床 玉 | 和 < 六 | 3- 本， 
由 于 ELiGarvtG, 2), 上 式 右 端 可 积 , 根据 Lebesgue 控制 收 全 
定理 有 


limS CN 一 Sf 上 =|lim [SC — Sf]!e- mdm 
三 


pe i 1] 2: k=l, 2 7) 


=lim |lim [SG — nsf le-ndm=0, (10) 
| 


这 里 {KKi} 是 局 的 一 个 正规 穷竭 , 当 二 取 定 时 ,能 取 到 充分 大 的 训 ， 
当 直 全 > 加 时 ,六 在 天 上 重 等 于 1 ,因而 被 积 函 数 为 0, 因为 f EE 
门 (S) ,按照 定 六 SFELEon(G;,) ,由 于 [加 Sf 一 SA 所 21$F|; 故 
可 用 控制 收效 定理 ,得 

jms 一 SA ~— |im 1Sf—Sf [encdm 
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=lim |lim .Sf—Sf le -sdm=0. C11) 
| 


于 是 ， 从 (0)、(11) 邯 得 
Sa —Sfe Sm — BSF + RSF — SF, 0. 
这 就 是 (8) 的 第 三 个 极限 式 ，(8) 的 第 -: 个 极限 式 用 控制 收敛 定 
理 直 较 可 得 .最 后 证 (8》 的 第 二 式 ， 由 引 理 6.3.2 (1), /EE 
DCT*)》 于 是 
[CT CPT fe 
=|T" CG De tm fe | 
=|%7, THs — (Tf ,mas | 
一 | Ff ,RT 一 《FTC Ye | 
一 | 六 入 7 一 了 (yp 1, 
再 用 引 理 6. 3. 2ti), 即 得 


| mf) ~ pT fiiersdm| < {fl aTr — Tom) endm 
站 了 


< lf lle hr? .ed 
= | [ee 和 


取 # 一 了 (7) 一 加" 了 ,并 注意 到 它 的 支 集 在 GCG 一 天 ; 中 ;上 上 式 可 
写 为 


下 (WT fe mdm 
它 

去 7HT GD 一 AT fe tam 
右 


= | fle IT nT fe Yam 
-下 


上 
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cd| 一 
四 


， 1 
<| | [fe am| "| | (TT Rh fe ndm 
i wk, 


于 是 得 


[IT md nT fs <{ | lf le mam) 一 orec. 
GK 


用 类 似 于 上 面 的 方法 , 即 可 证 得 
Tg T "fl 0 keoo. 


(二 ) 设 f= 了 fudziAadzED (T*) 门 D (035), 它 在 G 中 
了 ,了 


有 紧 支 集 ， 即 户 , 在 如 中 有 公共 的 紧 支 集 ， 规 定 
CF x Xe) Cx) 一 之 《万 和 Cx) dzr hd ee,. 
即 六 《zx) 一 之/ CrrrjudzrAzzv， 设 万, 的 公共 紧 支 集 为 玉 ， 则 由 
定理 6. 1.1，( 六 站 的 紧 支 集 为 
天 1 一 1 人 (rr 天 站 S:E|， 

取 e 充分 小 ,可 使 KC 己 G， 因 而 (ffi.ECF (G), 而且 | (0), 一 
详 / 由 一 0， 因 而 当 se 一 0 时 ， fi, ~ 0, 这 里 .EDiporly (GY). 
由 命题 6. 1. 5 知道 ，SP 一 《Sr ， 因 而 当 se->0 时 ， 

Sf.—SHs = (S/N).— Sf —0. 
最 后 来 证 明 当 se 一 0 时 ,Tf 一 T' fis 一 0， 根据 引 理 6.3.3 中 


人 "了 的 表达 式 〈5) , 若 记 


BF 一 (121 人 2 de, Ad zx 


Kk 上 
af= C172 2 frade ANd zx, 
Tk j=1 了 
则 
er nT f=0f +af. 


由 命题 6.1.5 可 得 
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(+a fe =0f.+af= 8).taf, 
一 (Be f.— (Caaf).tafe. 
根据 定理 ,1.1 知道 ， 上 式 在 亚 中 收 伍 于 
【由 十 部 -一 站 六 十 二 了 一 【十 全 六 

龙 即 蚂 六 一 三 站 。 0 (Ce 一 0)、 取 天 = 《六 1， 即 得 〈 二 ) 的 证 
明 . 

现在 对 任意 的 ”f/f€EDCT"GJN 人 ND (5S), 按照 (< 一) 有 - - 列 具 有 
紧 支 集 的 {g4} CD (CT 门 D (5), 使 得 (8) 成 立 ， 对 于 每 个 
gi， 按照 (二 ) 有 {gw) 守 Down (G), 使 得 (9) 成 立 ， 对 每 个 
gr， 必 能 在 {gu) 中 选 出 一 个 ， 记 为 有 ， 使 得 lg 一 扣 l 过 二 ， 同 
时 使 男 外 两 式 也 成 立 ， 对 任意 >0， 取 > 各 ， 使 得 


所 1 [3 
上 一 本 | 二 ? | gx 一 机 二 训 二 友 


于 是 | 一 瑟 i <s， 另 外 两 式 也 同时 成 立 ，{ 加 } 邯 为 所 求 . 口 

6,. 3.2 基本 不 竺 式 成 立 的 条 忻 

因为 基本 不 等 式 (1) 只 涉及 到 | ;|T ?天 , ; 上 SA。 这 三 个 
量 ， 有 了 命题 6. 3. 4 以 后 ， 只 要 对 FE Diwiw(G》 来 证 明 不 等 式 
(1) 就 行 了 . 

现在 来 看 ， 能 否 找 到 pp， 有， 名， 使 得 命题 6. 3.4 中 的 条 件 
(7) 成 立 . 

对 于 给 定 的 x€EG， 总 能 有 紧 集 下 CG， 使 得 xE 玉 ， 教 当 
k>h 时 ,加 (x) 三 1 在 K 上 成 立 ， 于 是 他 这 ? 二 0. 因此 

p(x)=sup{ > | 3 Ee | 


在 二 有害 义 且 取 正信 命 交 (x)= 二 loggi《(x) ,于 是 
2 


| pT) = 


一 了 
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对 于 任意 的 PE CC) ， 命 
P=p 2 Rp 
我 们 有 


Ee Nel—e =e "; 


u 2 
en 2 2 
t 


一 了 | 


即 杀 伯 (7?) 成立. 

现在 可 以 证 明 

命题 6. 3.5 设 g， 及 五 ， 名， 为 如 上 所 述 ， 如 果 对 wwEC"， 
有 


dz FE, 
> 2 wp2( {Wyte 3 lw,|?, C12) 
了 是 一 1 0 2 j= 1 


那么 对 任意 FE Do,at1(G), 便 有 
[a 
在 证 明 命 题 6. 3, 5 之 前 ， 先 证 明 
引 理 6.3.6 设 f= >， >， fidziAd zj， 那么 


I | 


2 2 | 加 dfi,k ,fiax 

EA | > 9 ch Oz ， 
这 里 |K|==g. 
证 因为 


3 = 2 2 as Adu Nd 


lil=p | 了 | 一 9T1 j=1 


一 (一 1)2 之 / >, DE dziN\d x, Ad zx, 


lil=pl4|=9+1 4=1 
这 里 1, J 分别 是 个 数字 和 4g 十 1 个 数字 的 增 排列 , 但 订 就 不 一 
定 是 增 排列 了 - 因此 不 能 写 | 引 ~ 之/ 2 | 加 ， 还 必须 从 此 式 


“2 


减 去 那些 因 j7 不 是 增 排列 而 产生 的 项 . 为 此 ,把 13f1’ 写 成 一 般 形 


Iarjs 一 >， 2 DS afar (13) 


TL ri= 个 dz, f2, 

显然 ， 如 果 JE 或 EL， 则 时 =0 和 如果 {7} UJ 1} UL， 

则 也 有 晤 一 0， 所 以 在 下 面 的 讨论 中 ， 排 除 这 三 种 情况 . 
如 果 订 称 开 作为 9 十 2 个 数字 揭 排 列 ， 它 们 的 奇偶 竹 不 同 ， 
这 意味 着 当 i 种 1 上 都 排 成 增 排列 时 , 4 zj;Ad zs 和 a zt 人 a zz 的 
符号 不 同 , 因而 号 一 一 1， 反 之 ， 则 眶 二 1， 实 际 上 ， 碚 就 是 置换 
| 训 ] 的 符号 ， 现 在 仔细 研究 〈13》 中 的 项 ， 首 先 考虑 j=! 的 项 ， 
这 时 必 有 了 一 过，j 和 对 了 和 1! 和 LL, 于 是 虞 二 1， 放 (13) 中 相应 的 项 

为 

El 
Ti | | 
再 考虑 j 关 /的 项 ， 因 为 上 由 了 关 0， 故 必 有 1EJ，jEL, 但 由 于 


{UJ= UL; 故 从 J 中 去 掉 垃 和 从 工 中 去 掉 7 所 剩 下 的 9 
个 数字 的 集合 天 和 天 ' 完 全 相同 ， 由 于 


过 一 放量 表 e 下 一 一 IxeL 3 


所 以 对 应 于 ji 的 项 是 
afy 7 J 
TfL je 琵 ， 号， Ea < 
QF yr a 了 上 
TK 了 天 上 下， 中 
于 是 
写 9 2 于 ,下 
EAD pH 
[| LE x! 1 { 
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-yy vy SY Wi Yr 


Tu 一] 过 ， Eo 
引 理 6. 3. 7 设 wECGO) 是 : -个 取 实 慎 的 函数 , 记 


中 ， 


jk if=1 


dw = ewe?) 地 Te 二 
那么 (GD 车 #，vECFCG}， 则 
| 及 ?dm 一 一 | empDaerram 
Ciy 若 wwECFCO)， j= 二 1，…，n， 则 


> | en 他 ros ) 一 一 Ce Re 
T=1 


一 一 二 一 四 
Fa | dm 


一 四 _39 一 多 
2 | wi Eo dm. 


口 


证 (GD 由 于 zx， >" 在 G 中 有 紧 支 集 ， 由 分 部 积分 法 ， 


NH 
jz 过 7 
一 | > Re dm 
一 一 | ue dm 
一 一 | Cu)ve rdm. 
(ii) 由 直接 验算 可 得 


3 zpg 
(2 3 天 人 | 机 
即 
9 _ Fg 3 
FR 一 EE 一 他 + 


现在 《i 中 到 z=w,，v= 二 ro， 那么 
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| (0) (Oro)e dm 一 一 | tw (rwr)e dm 
G G 1 


因而 


| (Oa0) (Be)e “dm 
Er 


j= 


rm Fp _, 
二 We Tue ?dm 
T=1 | EE " 


-> | 人 ea (14) 
这 里 我 们 已 经 把 上 式 右 端 第 二 项 求 和 指标 j, < 作 了 调换 . 另 一 方 


面 ， 再 在 《17》 中 取 w 一 竺 2 TO Ts 有 


dy, us _p 
ee dm 
| Oe 中 | 


用 1 名 下 
Mu Mo 
一 一 
下 de 秒 ， 


从 (14) 减 去 上 式 ， 即 得 
> | er The) — 


了 村 一 


C 一 
到; 避 ， |e cm 


_ mb Fp 一 宁 
二 > | ww EE cm, 名 


j=1 
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命题 6. 3. 5 的 证 明 
由 引 理 5. 3. 3 的 〈57， 了 了 可 以 表示 为 


er "f= (CO— 1)*-1 > > | 之 fix — Fi. | za A dzx. 
Tk z=1 了 


二 囊 


注意 到 # 一 内 一 向 ， 由 一 站 站 以 及 Bw= 守 一 ww 这 ra 上 式 可 写 为 
erT f= CC— 1 3 2 6, fr xdzs A dzx 


+ (—D"2 > x dur Ad zx 把 右 端 两 项 分 别 
簿 记 为 了 和 六 ， 上 式 可 简写 为 
etX=T*f— ey 
因而 得 
le XX 时 NT" 及。 十 有 ee 和 | 和 
<2|T"* flls +2lle "Ys 《15》 
从 X, 了 的 表达 式 得 知 


-1 四 
le *X =|[ 冯 | fr ee 


ee 


一 之， 2 (frr) fir)e dm, 


G 了 天 j= 
2 2 
le EE=| > Df e 
Ds sa || - 
<|, 安 {> | Fix | bE | “am 
<| 17 aheadm. 
代入 《15) 得 
| 5 之 C6, Fir) CO fsx e far 
Tr 了 划一 


dm 


" HF 


27 用 十 2 fl lp le mdm. 


把 引 理 6. 3. 6 中 | 区 | 表达 式 的 两 端 在 如 上 积分 并 分 别 如 在 上 面 不 
等 式 的 两 端 得 


| emp BF — 
+| 各 


Ce 1 p=] 


这 af rsx 


e ?Adm 


a 


‘oe-sdm 


< oT* FS + MSF 

+ 2| 17l: la le ram. 
在 引 理 6. 3.7 《ii》 中 取 wm 一 万 <， 上 式 便 可 写 为 
2 | 六 2 e dm 
| 


Bed 


fr 了 一 上 


<2T" 阴 十 Sf 
+ 2| Llp hieram. (16) 
根据 命题 6. 3. 5 的 条 件 (12)， 
> Ef 


thrl 
> 2(|Yyl + et) S [frrl’, 
了 一 1 


因而 有 
2 到 FI? 十 SFL, 


+ 2| Ia resdm 
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RE ram 
afs 

+ 加 六 

2] A lp le sdrm + 217 


+ | 


J=1 


2 
e "dm 


四 
2 Mdm 


afy 
ee, 


> 2| JE 各 Peram 十 37 及 
所 此 即 得 
ye NT Fh + SAH. 

这 就 是 要 证 明 的 不 等 式 ， 口 

6. 3.3 3 问题 在 拟 凸 域 土 有 解 

有 了 这 些 准 备 之 后 ， 便 可 证 明 我 们 的 主要 定理 . 

定理 6.3.8 设 6G 是 上 中 的 拟 凸 域 . 如 果 了 EZtern (G， 
lec) 且 满 足 引 0， 那么 方程 到 于 三 有 一 个 解 zEE (CG ,oc). 

证 明之 前 先 解 释 记 号 Li,w (GG，loc》)， 定 义 

(0,loc) = 二 1f; 对 每 个 下 食性 G,| If ham < oo). 


EtG,loc) 中 的 元 素 称 为 局 部 平方 可 积 国 数 . 显然 L(G,F)C 
a 闻 ,于 是 


| flam < e| 1 flieram 
让 三 


Se | fherdm oo, 
冯 fE€E CG ,loc). 弄 清 了 (CG loc) 的 意 交 以 后 , 工 DCGCloc) 的 
意义 上 自然 就 明白 了 . 
定理 6. 3. 8 的 证 明 ”根据 定理 5. 5. 10， 在 拟 凸 城 G 上 存在 强 
间 8 


多 重 次 调和 穷 竟 函数 7EC” (G》. 因 而 对 任意 实数 :， 有 
KkK,= {EGns) tCCt 
因为 » 是 强 多 重 次 调和 呈 数 ， 邦 对 任意 <EG 及 EC",， 有 


3 2_ 5 > 0. 


了 是 一 1 


对 于 取 定 的 z<E€G， 该 二 次 型 在 单位 球面 上 的 最 小 什 设 为 nm (z) > 
0. 于是， 有 


由 呈 于 
>) 5 > 


了 一 1 i j=1 


如 命题 6. 3. 5 那样 取 定 点 ， 命 


p12 pe) 


itey 
因为 KK, 是 紧 的 , 故 Pt 有 限 且 是 : 的 章 调 增加 的 连续 函数 . 今 取 
gE:RR,gEC™(R),g 是 递增 的 凸 国 数 ,g: 六 0g 0 目下 
现在 命 Kz) 二 gl 3(z)) ,人 出 有 


和 


ww —g" 


9 
了 + 是 一 oe ,oe 


十 Er (C2)) 袜 加 wj 


+ 


3 
BE' (y (2)) > Ea 


gg’ (9 (2))m (2) Dw, 1. 
对 于 取 定 的 z,. 设 wl(z) 一 上 ， 于 是 
g' (Pe)) = 8' 0) 2 hn) 2, 
代入 上 式 即 得 
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妆 2 部 站 十 四) > so 
此 式 说 明 这 样 选取 的 2 满足 命题 6. 3, 5 的 条 件 (12) . 
男 一 方面 ， 因 为 FEZi DG，locl)， 对 于 任何 J， 积 分 


| _ ] 六 5 一 是 有 限 数 ， 适当 选取 人 ， 全 得 


了 


Jj 一 1 


现在 要 求 上 面 选取 的 还 满足 ， 
gr 2 log + sup{gz):z E K,, — K,}, 


jt 二 1. 
这 样 , 当 之 亡 直 ,1 一 起 ， 时 ,jj 二 7(z) 所 7 十 1 ,因而 


8(z) = g{7(2)) 庆 log 地 十 (2)， 
1 
即 


eg 一 下 
于 是 


号 一 | Lfhe ram 


|f he wadm 
二 
2- 


即 fe，(G，)， 因 而 各 二 了 有 解 
ut€E Loon) CC Ltn Gloc), 口 


§ 6. 4 3 问题 解 的 正则 性 


上 面 我 们 已 经 证 明了 ,部 果 G 是 CC 中 的 氢 凸 域 , 当 /E 
-207 . 


zoneGyloc), ar=0 时 ,ax 一 了 上 有 一 个 解 & ,而 且 
#ELi.n tC loc) .我 们 目 然 希 望 ， 当 了 有 足够 的 可 微 性 时 , 解 
也 有 相应 的 可 微 性 ， 但 情况 并 不 一 定 如 此 . 
例如 设 忆 =B;， 即 C: 中 的 单位 球 . 命 
f= 2(z + ze)dz) A dz,. 
它 是 一 个 具有 C “系数 的 (0，2) 形式 , 命 


0, Rez, 昌 ， 
A (zs) -1 2 ~ 


1， Rez; > 0, 
DO, Rez, 0， 
ht) = 
1 ， Rez) ~ 0. 
六 一 一 a 下 
wu(z) 一 |[ 忆 生 一 如 dm 十 [后 全 二 如 ds 


通过 直接 计算 易 得 有 和 一 f, 即 是 各 一 了 的 一 个 解 , 但 这 个 解 却 是 
不 连续 的 , 另 一 方面 ,容易 看 出 
v —— zdz, + Zidz, 

也 满足 和 = 了 f, 面 这 个 解 的 系数 都 是 属于 C= 的. 

这 个 例子 说 明 , 当 了 有 足够 的 可 微 性 时 ,方程 各 =f 的 许多 解 
中 , 茎 有 性 质 和 请 好 的 解 ,也 有 性 质 不 好 的 解 . 我 们 的 任务 是 要 设法 
找 出 那些 性 质 良 好 的 解 ， 

6.4.1 CC 中 的 Sobelevy 空间 

这 一 节 的 主要 工具 是 Seboley 空间 的 理论 . 在 36.1 中 ,我 们 . 
曾 在 R* 的 开 集 上 引入 Sobolev 空间 的 概念: 把 Ce 看 成 Rz, 8 6.1 
中 建立 的 Sobolev 空间 的 理论 在 C" 中 仍然 有 效 . 但 是 那里 的 微分 


一 5 
了 一 1 
算 了 六 一 二 现在 应 下 成 
pepe _ aal 8| 


了 和 和 “den 
* 2 * 


这 里 s=(a%…e)8 一 (8 8) 都 是 多 重 指标 . 这 时 Sobolev 
空间 可 定义 为 
定义 6.4.1 设 G 是 C" 中 的 域 ,s 是 非 负 整数 .G 上 的 ; 阶 
Sobolev 空间 WC(G) 是 所 有 这 样 的 应 数 了 构成 的 集合 :对 所 有 满 
足 |eal 十 | 好 | 委 * 的 a,8, 它 的 弱 导 数 PIPEFE ECGC)， 
者 在 这 空间 中 引进 如 下 的 范 数 
IE 一 >， TD:pe A I 


Iel 十 1 这 


网 WCG) 成 为 Banach 空间 . 
知 引 进 如 下 的 内 积 


cs= 中 | pplm Dradm, 


| 上 | 十 | 站" :二 
则 环 *e) 成 为 Hilbert 空间 . 
定义 6.4.2 设 G 是 C" 中 的 域 ，s 是 非 负 整数 ，G 上 的 阶 
(pp，g) 形式 的 Soholer 空间 定 习 为 
全 GCC) 一 


{f= 2 Pfudzr A de:fy € WCG)}， 


[fl=p 1 了 | 亚 引 
它 的 范 数 定 交 为 
HA 一 2 > Fl, 


lii=£ | 一 了 
自然 定义 下 面 的 
WG,locy) = 
(FDDef € LiCG,loc), la| + |B| Ss)}, 


Wi (GG ,loc) = 
(f= D> PD foder A dstfy € WiCG,loc)). 
我 们 需要 下 面 的 
命题 6. 4. 3 如 果 fE 严 (C) 具 有 紧 支 集 , 且 允 < (CD ,j= 
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Ls ,nn:, 那 么 了 全 全 FT 
证 按照 下 :0C7) 的 定义 ,只 要 证 明 , 对 所 有 的 7 一 1,…,n; 有 


OT 先 设 fECY CC") ,由 分 部 积分 法 即 得 
am ~ |, Yan 
Te " | dm<o. 


对 于 一 般 的 具有 紧 支 集 的 fE LC") ,用 6.1 的 函数 光滑 从 的 方 
法 ; 作 六 = 了 xx 因 为 了 上 具有 紧 支 集 , 所 以 f.ECFCC'), 且 


fC— fs—0(Y er0). 从 慌 ELCC") 可 得 六: Es ¥) €E LOC"), 


因而 由 上 而 所 证 , 即 知 冯 Ex (co ,所 以 | 对 | EZ: CC") .由 于 


当 e 0 时 ,| 共 | 在 严 中 收 歼 于 于 ,因而 于 < 


I2 《Ce 》 对 所 有 j 一 1，…，， 成 立 . 口 
命题 6.4.4 设 f= Dy fu de AdzrE LesrwtC") 具 有 紧 


支 集 . 如 果 3 € LCC")， 9fE ranger) ,这 里 87 一 (一 1)*71 
a A 如 命题 5. 3. 4 的 证 明 中 所 示 , 那么 
Wh co | 

证 和 证 明 命 题 6. 4. 3 的 方法 一 样 . 先 设 了 后 站 rneC 7) . 注 
意 到 5 6.3 的 (16) 对 任意 的 ?和 史 者 是 成 立 的 , 现 取 p 一 Y%=0, 这 
时 有 =p 二 0， RP 0 加 二 Pp 二 0. 于 是 (18) 变 成 
2 


了 一 上 


A a pe 十 SA. 
这 时 工 " 了 可 以 表示 为 
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T° 了 一 《一 1 1 > ?der A dix = af, 


了 [一 上 :=1 
[EI|=w 


故 上 式 训 宕 为 
Yu dm 
< lof ls + BF: < 
由 此 得 党 <E LC ) .由 命题 6.4.3 得 fy EWi(C'), 因 而 fe 


Wi CC ). 对 于 一 般 的 具有 紧 支 集 的 ELiGs tC") 和 命题 
6. 4. 3 的 证 法 一 样 ,用 光滑 化 的 方法 即 可 得 证 . 口 

6. 4.2 ”内 部 正则 性 定理 

现在 可 以 证 明 

定理 6.4.5 设 0G 是 C' 中 的 拟 凸 域 ,s 是 非 负 整数 . 如果 FE 
Wis.rnp (Gloc), 且 3F=0, 那 么 

中) 如果 g 洋 1, 那么 方程 和 一 的 标准 解 wEWEY(G ,loc); 

(ii) 如 果 gq==0, 那 么 方程 和 一 让 的 任意 解 wxE Wh (G ,loc)， 

证 ” 先 证 (i). 设 9 六 1. 从 定理 6. 3.8、 命 题 6. 3.5 和 定理 6. 2.5 
知道 方程 和 二 了 存在 标准 解 a( 标 准 解 的 定义 见 定义 6.2.6). 现在 
证 明 这 个 标准 解 x 还 满足 ge-nal) 一 0, 这 里 8 是 命题 6. 4.4 中 提 
到 的 算 子 . 事实 上 ,因为 w 是 标准 解 ,所 以 存在 vE DtT'), 使 得 
一 了 "2 于 是 

eae nT v1! 人 Ze on dr dzx 
一 中 Ce Rw). 
从 直接 验算 可 得 钳 =0, 因 而 
Oe mn) = le Tw) = Fe hw) = 0, 
男 一 方面 ， 
» 291 ， 


二 吐 


lena)=(—1)"! 2 


{一 1)* ! 2 之 | 一- "a, 


。 4 一 1 


Fen 


用 
一 上 ue Mba, 


这 里 
一 『 一 Pp"1 mm ~ 
bu = (— 1) > ， > Wi, 3 dzr A d2r, 


Fi J 一 1 
IL|=g—1. 
由 此 得 Bubu, 这 里 上 是 一 个 系数 属于 C* 的 零 阶 微分 算 子 . 现在 
假定 对 革 个 mx (0 所 mm 所:) 证 明了 
u€E WG ,loc), 
至 少 zm 二 0 时 这 个 假定 是 成 立 的 , 任 取 XECY (GCG), 则 
AXH) = MI Ant X= AutXf EW CG ,1oc), 

这 里 我 们 已 经 用 了 FE 有 niloc) 的 根 定 .- 困 为 名 一 加 ,所 以 
fxzz) EE WD, pv»(G,1loc). 现在 设 多 重 指标 a= (Ca,…,a,) ,有 二 
(BB; 记 ) ,满足 |al 十 [81 所 mx ,按照 Sobolev 空间 的 定义 有 

HDDACXA = DDACAXANNE Li rn GO), 

OCDDR CX = DDACOCOXAN EE Li, OY). 
于 是 ,由 命题 6.4. 4 得 D(CYw) EWisw (G0) ,因而 XE Wb (G)， 
所 以 wE Wow CG,loc). 这 样 ,我 们 从 wn€EWE,otG,ioe) 推 出 了 
E 人 oloc). 继 续 微 下 去 , 即 得 xs 和 WSIGoc)， 


(ii) 设 g= 一 0. 设 x= >vaudzr 是 二 = 了 的 任意 一 个 解 . 于 是 


JE Ww (Gsloc) 意 味 着 侍 二 i,EW'(G,loc). 和 上 面 一 样 , 假 定 


对 某 个 mw(0 志 mm 志 5) 已 经 证 有 明了 wEW?ow(tGyloc), 取 XECY CG)， 
刚 
汪 292 时 


天 (xue 站 一 X 六， we W" (GY, 


下 面 的 讨论 和 已 中 完全 一 样 , 介 只 要 用 命题 6. 4. 3 就 行 了 . 口 

这 一 节 的 主要 结果 是 下 面 的 

定理 6.4.6 设 G 是 驯 中 的 氢 凸 域 , 如 果 ECS.orwtG) 且 
3f 一 0, 那 么 存在 wEC6.w(G) ,使 得 经 一 了 上 成立， 

证 定理 .1.7(Sobolev 引 理 ?现在 可 以 写成 WE '(G}C 
Co.ntG) ,又 因 可 微分 性 是 一 个 局 部 性 质 , 因 面 及 可 写成 

HHCGloc)CC DG)， (1) 

了 是 ,由 定理 6. 4. 5 和 (1) 即 得 本 定型 . 

定理 6.4.6 称 为 内 部 正则 性 定型 ,在 强 拟 凸 域 的 情形 ,Kohn 
得 到 更 强 的 结果 ， 

定理 6. 4.7 设 避 是 C* 中 具有 边界 的 有 界 强 拟 凸 域 . 如 果 
fECHeav(G) 有 3 二 0, 那 么 存在 WECS.w (GC), 使 得 和 = 了 成 立 . 

这 个 定理 在 $ 6, 7 中 要 用 到 , 它 的 证 明 就 不 在 这 里 讲 了 . 


836.5 Levi 各 题 


作为 3 问题 的 第 一 个 应 用 ,我 们 证 明 Levi 蒲 测 : 拟 凸 域 一 定 
是 全 纯 域 . 

我 们 从 一 个 全 纯 开 拓 问 题 谈 趣 . 设 如 是 上 中 的 域 , 命 五 一 
{zE Crze 一 0} 那么 瓦 可 以 看 成 C :中 的 一 个 集合 . 设 了 是 五 上 
的 全 纯 函 数 , 问 是 否 存 在 FfE€EH(G), 使 得 下 ls 二 ?从 下 面 的 便于 
可 以 看 出 ,一 般 来 说 ,这 样 的 下 是 不 存在 的 . 


例 6.5.1 设 C= 8(0,1) 一 互 (0, 亏 )CCz，, 即 G= {zx€EC’ 


二 < 艺 jz 十 1zz1<1 ,所 以 EE 一 (ceo0): 51al<1). 命 :EE 
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CC 为 rz 0 一 一 ,当然 /EH(E). 如 果 存 在 FE 五 (G) ,使 


2 
得 珀 ls 一 天 那么 由 推论 1. 3.6 知 道 , 玉 是 单位 球 BC(0,1} 上 的 全 纯 


函数 ,因而 在 点 ( 椰 ,0) 的 任 一 邻 域 中 有 界 , 这 和 开 1* 一 了 上 相 了 矛盾 
这 就 是 说 /的 全 纯 开拓 下 是 不 存在 的 . 
但 对 松 凸 域 ,这 样 的 全 纯 开拓 是 存在 的 ， 
引 理 6. 5.2 设 G 是 C" 中 的 拟 凸 域 , 命 
FE={z€EG:ze,—0,E= {8 ,2 EC 1 ) 


已 } ,如 果 作 为 (zz 的 画 数 了 (zx 0) 在 关上 全 
纯 , 则 必 存 在 全 纯 菌 数 下 :C 一 C, 使 得 下 | 一 上 
证 记 TCI a 门 为 二 到 | CC 的 射影 ,五 一 


(=EGirz 杜 疡 }. 那么 EE 和 态 是 G 的 不 相交 的 闭 子 集 . 作 至 的 邻 
域 V ,Vs ,使 得 ECVICV;:,H YNH=. 虽然 也 不 一 定 是 Cr 中 
的 紧 子 集 ,但 用 证 明 推 论 4. 6- 6 的 方法 ,仍然 可 以 证 明 , 存 在 C” 阔 
数 pg:G->10,11,; 使 得 supp¥#CCV;, 且 在 六 上 有 p(x) 寺 1, 定义 G 上 
的 (0,1}) 形 式 


| 0 ec pF, 
后 一 


人 FE : Cl]) 
0， xz 和 


因为 鸣 一 0 在 了 上 成 立 , 所 以 于是 属于 C 的 (0,1) 形 式 . 由 于 了 全 
纯 , 且 了 一 0, 所 以 如 =0. 于 是 ,由 定理 6. 4. 6 知 ,5 方 程 妈 一 5 有 解 
zc (GCG). 用 这 个 4 构造 函数 
Flz)—=plz) KTC) 0) zu(z), 

.网站 =0, 即 FENHN(C(G}), 且 | 一 了 f. 品 

现在 证 明 Levi 猜测 . 

定理 6. 5,3 设 G 是 C" 中 的 拟 凸 域 ,那么 G-- 定 是 全 纯 域 , 

证 ”对 空间 芍 维 数 用 归纳 法 . 因为 C 上 任意 域 都 是 全 纯 域 ， 
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所 以 4 二 1 时 定理 成 立 . 今 设 定理 对 C" 中 的 逝 凸 域 成 立 . 任 取 aE 
2G; 适当 选取 5EC", 作 

H={zEC': (一 oo 六 = 中 
使 得 <EaG 门 殖 ). 作 坐标 变 黎 


n 
。 了 
TO 一 > zap,, 
i=1 


则 az 变 为 原点 ,五 变 为 {wEEC :tn 一 0j. 傅 五 一 扣 门 号 ,在 新 的 举 标 
系 下 , 玉 二 twEGirw, 一 0}. 由 于 G 是 C" 中 的 氢 凸 域 ,容易 可 接 证 
明 五 是 C 中 的 拟 凸 域 , 由 归纳 上 息 定 , 它 基 CC :中 的 全 纯 域 ,因而 
存在 世上 的 全 纯 函 数 六 它 不 能 通过 a 点 金 纯 开拓 出 去 . 由 引 理 
6. 5. 2, 存在 G 上 的 全 纯 卫 数 下 ,使 得 Fils 一 了 ,所 以 下 不 能 通过 a 
点 全 纯 开 指出 去 ,因而 G 是 全 纯 域 . 品 


§ 6.6 Cousin 问题 和 除法 问题 


6. 56.1 Cousin 问题 

单 复 变 中 有 两 个 重要 的 问题 ， 

(了 1) 设 G 是 C 中 的 域 ,atvas… 是 一 列 赵 于 ac 的 点 . 阿 是 否 
存在 中 的 亚 纯 函数 ,使 它 在 a, 处 有 给 定 的 主要 部 分 


/|] 


pp bE 

CL ) 设 GG 是 C 中 的 域 sl :as 是 总 中 一 列 点 :在 Cr 中 没有 极 
根 点 , 问 是 否 存在 G 中 的 全 纯 函 数 以 {ai) 为 其 零点 集 ? 

这 两 个 问题 的 答案 都 是 肯定 的 ,前 者 就 是 所 谓 的 Mittag-Lef- 
fler 定理 ,后 者 是 通过 Weiestrass 无 穷 匀 积 来 解 诀 的 ,入 为 Weies~ 
trass 定理 ， 

在 多 复 变 中 ,全 纯 函 数 的 零点 和 极点 都 不 是 笑 立 的 ,所 以 这 两 
个 问题 在 多 复 变 中 有 不 同 的 担 法 . 


一 ] 2 
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Mittag-Leffler 定理 在 多 复 变 中 的 推广 即 所 请 的 Cousin 第 一 
问题 , 它 的 提 法 如 下 : 

设 G 是 C" 中 的 域 ,{U,}) 是 G 的 一 个 开 覆 盖 , 在 每 个 U, 上 有 
亚 纯 函数 f ,满足 条 件 

了 一 万 所 五 人 让. 

问 是 否 存 在 一 个 C 上 的 亚 纯 函数 了 使 得 f 一 了 在 U, 上 是 全 纯 函 
数 ? 

Weiestrass 定理 在 客 复 变 中 的 推广 即 所 谓 的 Ceusin 第 生 问 
题 , 它 的 提 法 如 于 ， 

设 上 是 C" 中 的 域 , (是 殷 的 一 个 开 履 盖 , 在 每 一 个 开 集 局 
上 有 一 个 全 纯 函 数 广 , 满 足 条 件 /i 和 /7 在 Uj 站 Ui 中 全 生 
生 没 有 零点 , 癌 蚌 否 存 在 一 个 6G 上 的 全 纯 防 数 了 ,使 得 /了 在 U,， 
中 全 纯 且 没有 零点 ? 

这 里 要 求 f/f 了 在 U, 中 没有 零点 且 全 纯 , 意 味 荐 了 和 了, 在 UU 
中 有 相 辣 的 零点 集 . 

Cousin 第 一 问题 在 全 纯 域 上 永远 有 解 ,Cousin 第 二 问题 则 不 

定理 5.6.1 设 C 是 C 中 的 全 纯 域 , 则 Cousin 第 一 问题 有 

解 ， 

证 我们 只 要 能 在 每 一 个 世上 找到 全 纯 困 煞 x ,使 得 在 总 . 门 
U, 上 有 了 一 了 二 Wi 一 Wis 这 时 命 

=,—wszc EU 
则 了 是 UU; 上 的 亚 纯 防 数 , 和 于 当 > 和 天 站 5 时, 廊 一 全 一 方 一 后 ， 
所 这 了 在 SG 上 有 定义 ,了 是 G 上 的 亚 症 函数 , 且 当 zEU, 时 ,ff 一 
二 一 ww 是 U, 上 的 全 纯 沙 数 , 因 而 了 即 为 所 求 . 为 了 找到 满足 上 还 
条 件 的 #&; 记 天 , 二 fj 一 了 i; 则 由 假定 请; 在 UT1V0; 上 全 纯 . 我 们 先 找 
在 U:; 上 是 EC” 的 函数 g;, 使 得 在 UMNU; 上 及 ;二 g, 一 g. 为 此 ,有 取 
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相应 于 10) 的 单位 分 解 {p), 即 -一 组 C™ 函 数 p 关 0,suppp,CU, 且 
Ya 一 1. 命 


Bi(z) 一 人 PKz) fz) EU,. 
上 二 | 


容易 看 出 : 当 EU, 时 ,如 果 Ci 人 站 Uj 二 作 , 则 PC) =0. 因 些 ,上面 
的 级 数 只 对 那些 局 门 上 Uj; 关 逆 的 训 求 和 ,这 时 是 全 纯 的 ,因而 
BEC™(U;)). 如 果 写 


gi(2) = OPI CF 2) — fz)) 
二 


= Op fs) ,EV,, 

那么 当 zEU.NMmU, 时 , 便 有 

: ETI gt2) = (2) fCe). 
命 二 38,,zEU;, 由 于 当 zEUNU, HH,g, a;=8f,=0, 妈 jp,= 
如 ,所 以 到 在 各 上 有 定义 , 且 woEecCaite) 由 于 避 是 全 纯 域 , 孝 
氢 凸 域 , 所 以 3 方程 

人 (二 w 
在 C 上 有 解 zxE CIG). 今 在 局 上 定义 如 一 中 一 因为 到 ,一 各 ,一 
线 二 0, 所 以 ww,H(U), 面 且 
ug gi f= ff 

因 面 二 一 uw;(zEU,) 即 为 所 求 之 解 . 口 

Cousin 第 二 问题 在 全 纯 域 上 一 般 是 没有 解 的 ,Oka 曾经 举 出 
过 使 Cousin 第 二 问题 无 解 的 全 纯 域 的 例子 {网 [Kr,p. 215]). 但 
我 们 有 下 面 的 

定理 6- 6.2 设 G 是 Cr" 中 的 全 纯 域 . 如果 存在 gEC”(G), 使 
得 了/g 在 U, 上 是 CC 的 且 无 零点 , 则 Cousin 第 二 问题 有 解 . 


、 _f,_ fg 
证 命 1 = Fg 根据 假定 ,ff/g 与 fi/g 在 UNU, 上 
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都 是 CC” 的 旦 无 零点 ,因而 


logf,,=log Dlog 总 ， zEUNMU,. 


两 映 可 能 相差 2x 的 整数 倍 . 因为 f/f 在 UN 站 UV 中 全 纯 且 无 零 


点 ; 故 log /在 U, 几 U, 中 全 纯 . 因而 jlog /一 0, 或 者 log 如 一 


5log 世 在 .NU 上 成 立 .在 CU 上 定义 (0,]) 形 式 如 下 ， 


w—dlog 部 ， zt . 


由 于 当 zEU.NU, 时 ,5log 到 一 log 芝 , 所 以 在 G 上 有 定义 ,有 
woECafG) 从 学 =0 知 9w=0. 故 由 定理 和. 4. 6 知 3 方程 天 一 四 有 
解 wEC™ (GO). 今 在 U, 上 命 v= 二 log 于 一 u, 因 为 
和 一 aog 4 — B=0, 
百 


即 芝 = 央 .所 以 /是 CG 上 的 全 纯 函数 , 且 在 U， 上 , 耕 一 eo 关 0. 所 
以 /就 是 Cousin 第 二 问题 的 解 . 口 
6. 6.2 除法 问题 
作为 Cousin 第 一 问题 的 一 个 应 用 ,我 们 来 讨论 除法 问题 . 
所 请 除法 问题 是 指 : 设 妇 是 马 中 的 域 ,0EGC,F 是 上 上 上 的 全 纯 
六 数 ,满足 f(0) 二 0. 问 是 否 存 在 妃 中 的 全 纯 函 数 g,，… ,g, ,使 得 
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flz)= > 8, (2) (1) 
一】 


在 台中 成 了 并? 

显然 ,由 于 fE 五 (G) 且 关 0) 一 0, 把 地 在 原点 附近 展开 成 和 
级 数 就 能 得 到 (1). 但 只 能 断言 在 原点 附近 成 立 , 至 于 (1) 是 否 能 在 
G 中 成 立 是 不 容易 回答 的 . 

这 里 我 们 将 证 明 , 如 果 G 是 C" 中 的 所 是 域 ,那么 除法 癌 题 有 
解 . 这 一 结论 在 下 面 讨 论 3 问题 解 的 一 致 佑 计时 将 要 用 到 ， 

为 此 ,我 们 先 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 .6.3 设 G 是 人 CC 中 的 拟 同 域 ， 如 果 集 合 

E= {EG!z=0} 

不 空 ， 那 么 每 一 个 EE 上 的 全 纯 函 数 都 可 全 纯 开 扼 到 GG 上. 

这 就 是 引 理 6.5.2, 我 们 已 经 证 明 过 . 现在 作为 Cousin 第 一 问 
题 应 用 的 例子 ， 给 出 一 个 新 的 证 明 . 

证 任 取 ywERCE), 对 每 个 zxEE, 存在 C" 中 的 分 域 U,, 使 
得 vw 在 上 U, 中 全 纯 . 命 UU= UV,, 则 已 是 五 的 一 个 邻 域 , yg 在 UU 上 


全 纯 , 因而 过 是 芒 上 一 个 亚 纯 函 数 , 命 由 一 ZnG, 用 = 里 ,U, 一 
GEE， 一 0 则 (0 局) 构成 G 的 一 个 开 覆 盖 ， 下 在 Ui 上 亚 
纯 , :在 Us 上 全 纯 , 且 在 U,V 上, 太一 方 一 一 去 全 纯 .由 于 G 是 


拟 凸 域 ，Cousin 第 一 问题 有 解 ， 即 在 G 上 存在 亚 纯 函 数 上， 使 得 


产 记 E 末 (ij 一 1, 2 因为 万 =0, 故 7 在 rr 上 全 纯 , 在 局 上， 
函数 


hlz) 一 下 (z) 一 2 (2) 


是 全 纯 的 ， Lo La U, 上 全 纯 . 当然 = 也 


在 Us 上 全 纯 , 所 以 zfERHCGO). 命 f=g1f,; 当 zEE 时 ,由 (2) 知 ， 
要 200+ 


zihtz) 一 了 (zz) 一 gtz). 但 此 时 z=0, 故 了 lz) 一 glz) ;所 以 了 是 8 在 
G 上 的 一 个 全 纯 开 拓 . 口 
引 理 6. 6.4 设 G 是 C* 中 的 拟 凸 域 .如 果 集合 
FE= {zt Gz 二 0)， 1 上 和 
不 空 ， 那 么 对 每 个 fe 五 (G) 且 满 足 flz==0 者 ， 必 存在 1，…'， 
8 所 五 CC) 使 得 


点 
f(z) = D282) 


+ 一 


在 和 上 成 立 ， 
证 用 归纳 法 证 明 . 当 *=1 时 ， 命 


0，, 本 二， 
B1(x) = 1 f(z) ， 、 
1! ZECG— EE, 


则 名 玉 (GG), 和 且 f=zipiy 在 G 上 成 立 , 即 引 理 当 一 1 时 成 立 , 现 
设 Essma 一 1 时 引 理 成 立 . 全 
GG, = {ze EE Gtr, = OO}. 

因为 G 是 拟 凸 域 , 所 以 Ge 的 每 个 连通 分 支 在 C :中 是 拟 凸 域 . 考 
虑 x 一 1 个 变量 的 旺 数 

fF 一 Fes Dl rT) 
它 在 Cs 中 全 纯 ， 由 fs 一 0 得 知 下 在 

{三 tl = gs 1 = 人 0} 
上 取 零 值 . 由 归纳 假定 ， 存在 &g,EH (G。) ,j=1,…，m 一 1， 使 
得 

f= DV iB C1 mm zs》 


由 引 理 6. 6. 3 知 ,每 个 g, 对 应 着 一 个 g,E 互 (G) ,使 得 当 =ECG。 时 ， 


gfz) 一 giftz) 作 函 数 
» O00"* 


™ 1 
xx) = fle) -- > zg{2), 
了 一 了 
显然 PE TII(G)， 日 当 xzEG, 时 
glz) = F(z) 一 2 一 0. 


再 应 用 引 理 一 1 的 情形 , 即 得 pg(2) 一。 这 里 gE HI(G). 
由 此 即 得 
ftz) 一 Pugs) 

证 明 完 毕 , 口 

现在 各 容易 证 明 我 们 的 主要 定理 . 

定理 6. 6.5 设 上 是 CC" 中 的 氢 西 域 , 则 除法 问题 有 解 . 

证 因为 fFEHGG),f(0) 一 0, 由 于 0EG, 所 以 

££ 一 {2 EE Ce 一 一 2 一人 0 一 1 人 0} 

不 室 . 六 (0) =0 即 了 | 二 0, 在 引 理 6. 6. 4 中 取 关 一 即 得 定理 的 证 
明 . 口 


§ 6.7 3 问题 解 的 一 致 估计 


6.7.1 Henkin 核 的 构造 
前 面 我 们 用 卢 佑 计 的 方法 ,证 明 在 拟 西 域 上 3 问题 有 和 解 ， 而 
旦 得 到 了 解 的 二 估计 ( 见 定 理 6. 2.5 (0) .在 $4.7 我 们 利用 复 平 
面 上 的 非 齐 次 Cauehy 积分 公式 (定理 4.7, 1) 导出 了 RC 中 有 界 域 
上 3 问题 解 的 积分 表示 ， 并 由 此 而 得 到 了 解 的 一 玛 居 计 (定理 
4. 7.2). 这 一 节 的 目的 是 要 把 定理 4.7. 2 的 结果 推广 到 C" 中 去 ,得 
je" 中 有 界 强 所 上 号 域 上 3 问题 解 的 积分 表 沙 ,并 由 此 而 得 到 解 的 
一 致 估计 . 
让 我 们 来 分 析 一 下 如 何 进 行 这 项 工作 .定理 4.7.2 是 由 定理 
4. 7. 1 推导 出 来 的 ， 定 理 4.7. 1 在 CC" 中 的 推广 就 是 Bochner-Mar- 
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tinelli 和 分 公式 《定理 4.8.2)， 和 那么 从 Bochner-Martinelli 积分 公 
式 出 发 ， 是 否 能 得 到 C"” 中 有 界 强 拟 凸 域 上 3 问题 解 的 积分 表示 
呢 ? 回 答 是 否定 的 . 关键 的 原因 是 Bochner-Martinelli 核 Ks .uw (Ce， 
5) 对 = 不 是 全 纯 的 ， 这 是 它 与 Cauchy 核 最 大 的 不 同 之 处 ， 

这 样 就 产生 -个 新 的 问题 ， 能 否 构 造 一 个 新 的 核 玉 (zx, 站 , 它 
对 变量 是 全 纯 的 ,但 同时 类 拟 于 定理 4. 8. 2(3) 的 Bochner-Mar- 
tinelli 积分 会 式 又 能 成 也? 

我 们 还 是 从 分 析 Bochner-Martinelti 核 的 构造 人 手 . 为 此 需 
要 下 面 两 个 引 理 ， 

51 理 6.7.1 设 ; 和 & 是 C" 中 的 开 集 到 C" 一 {0} 的 映射 . 
如 果 函 数 orCG-C 使 得 gg=ps 成立， 那么 F(tg)= 二 Wls)， 这 里 


7(g}= OC— 1 gadgA-ALIJA- Adg.,.y(s) 


7 一 1 


一 >) (一 Dods A -ALTA A ads, 
1 二 1 


证 由 假定 gq 在 G 中 没有 零点 . 今 设 5 取 0， 到 g1 隆 0. 由 于 


1 
d| 至 一 一 dg 一 dp， 点 一 人， “ 所 以 


d| 经 | A d| 至 |] = 二 2 Diigdgy A 


ALD A A dg, =m Ln(gy. 
Bl 


时] AAA 本 至 | 一 去 9(s)， 
因为 g 二 gs， 所 以 于 二 党， 天 一 1] ， 2. “3 由 此 即 得 


nig} = Pp" nCs). 
如 果 5 一 0， 可 取 其 它 5 了 关 0 代 赫 之 . 口 
* 302» 


引 理 6.7.2 设 8= asdzs，j 王 1， ,如果 朋 ,及 
线性 相关 ， 那 么 只 AAA 一 0 
证 “存在 不 全 为 0 的 m，…，c， 使 得 >c,6, 一 0, 但 是 


月 时 在 Er 用 

3 A 

》 cB) = >, > eds 一 > | > ca | dz, 
J—1 :=!1 kl 1 jl 


占 二 


所 以 >，eranx 一 0 一 1，，…，7. 因 而 det {an) 一 0. 于 是 
了 一 1 


OA 名 一 2Jancdeh 大 >)ancdz 
如 一 1 一 1 


一 2 机 Da an dz A A dz,, 


71=1 


= 2 Doanaw dz A Adz, 


0 
一 由 et (am) 地 &] A Adz,=0, 
这 里 表示 对 所 有 的 排列 j4… 记 ) 求 和 . 
现在 可 以 来 分 析 ~- 下 Bochner-Martinelli ( 卡 面 简写 为 B 一 
ad 核 . 从 $4.8 知 道 ，B3 一 MM 核 为 


Ky_ule 号) 一 2 


这 里 wt) 一 dt xz 和 到 ar 所 以 YY 一 < 天 0. 若 取 


Fi, oo 1 = 和 
jt—2: gg eli? ?一 -7， 则 g==ggs， 由 引 理 6.7. 1 得 


= JOF* 


nlg) I Z| (3 Fa 


因而 8B- 一 M 核 吧 可 改写 为 
Ka .utet)— tg) A wl) 


~ De ligadg A Adg, 1 A dg he 


了 一 上 


六 CE。 内 we) 


一 > 一 Tag + 1) A A (9g, 1 BE,-1) 


A {gn1 + E01) A A Cg a) A wb). 
因为 w( 中 = 一 dA Adt 是 0x;0) 形 式 , 所 以 3 执 ; Aw( 引 二 0, 因 而 
Kp_ w(x) 一 Se Digdg A A Bg A Wn 
A A dg A wtb), C1) 
这 里 gz 兴 ) 一 论 二 Sj 一 1 
现在 可 从 (1) 出 发 来 证 明 B 一 MM 核对 4 而 言 是 3 闭 形 式 , 即 


3r 民 gp. u(x,5) 二 0, 这 是 证 明 B- 一 M 积分 公式 关键 的 一 步 . 事实 上 ， 
从 g; 的 表达 式 立 刻 可 得 


一 DECz = 1, (2) 
j=1 


因而 De, 一 EE 一 站 这 说 明 n 个 C0, 1) 形式 级 ,， | 
了 一 | 
部 。 基线 性 相关 的 . 于 基 ， 从 引 理 &. 7 2 有 即 得 En 六 人 A dg, =0. 这 样 
从 (1) 立刻 可 得 
8 


= 之 {(— ag A dg AA, 1 A 
Ade. Aw () 
了 


一 中， 

由 此 可 见 ， 从 B 一 MM 核 的 表达 式 (1) 出 发 证 明 它 是 3 闲 形 式 的 关 
键 是 g, 所 满足 的 等 式 〈2)， 而 这 些 (zz,5 对 = 恰恰 不 是 全 纯 力 
数 . 

这 样 自 然 产 生 一 种 想法 , 能 否 构 造 一 种 新 的 1 的 分 解 〈 即 等 式 
《2))， 使 gifz) 是 = 的 全 纯 熙 数 . 然后 用 这 种 新 的 g,(z ,5) 按 
(1) 那样 产生 一 个 新 的 核 久 (z, 5 ， 这 个 新 的 核 自然 是 3 闭 的 .这 
就 是 下 曾 构 造 Henkin 核 的 基本 出 发 点 . 

构造 这 种 新 的 g,，(z ,8) 时 ， 需 要 对 域 附 如 条 件 才 行 . 我 们 先 
证 明 下 面 的 

引 理 6. 7.3 设 避 是 C" 中 具有 边界 的 有 界 强 拟 凸 域 , 则 对 
任意 给 定 的 5E az, 存在 全 志和 G, 使 得 t 是 安 的 内 点 , 而 且 在 避 上 
存在 全 纯 函 数 吓 (z ,8 满足 B(5,5) 一 0, 日 汗 zEG 时 ,B(xz,8) 取 0. 

证 根据 定理 5. 3.13， 存 在 G 的 定义 函数 p 和 正 数 加， 使 得 
对 任意 非 零 的 SEC 和 “Epor 有 
3 Te > (3) 


J 


今 取 定 上 E zz2， 让 plz) 在 附近 作 Taylor 展开 ， 
De 


2 
2) Sz, 8) (2 bs) 


列 加 加 加 可 
十 于 2 2 P(e) [= 一 二 (2 一 站 


J 二 ] 间 妆 吕 宅 


"1 a: 
+ EE tle) . 
由 (3》 可 得 
mn 2: 
> Et 一 (2 jz CO— | 


时 OD" 


车 记 
F (tz, £) = 《8 一 和 
J-1 1 


一 二 > 5 站 kz 一 5 (ey—b), 


则 上 式 可 写 为 

plz} 2 2ReF(tzt) hls — ti 二 + otlz — £1). 
当 zE€G 时 ，p (z) 过 0， 因 而 当 z 充分 接近 时 有 

2ReF (z,t) > 为] 之 一 二 2. 

这 说 明 存 在 了 的 邻 域 P， (6)}, 当 xzEGNMY, (&) 时 ， rte 1) 天 
0, 今 取 的 邻 域 V: (&) CV (的 ， 由 推论 4. 6.6， 存 在 非 负 的 C” 
消 数 ,使 得 当 zEV, (8 时, 风 (2) 二 1; 当 > 和 Tt) 时, oO0. 命 

Plz) = pz) — Ye), C= {2€ CP) < 0}, 
则 显然 有 GCSGCGUV (8), 这 是 因为 是非 负 的 ,GCE 是 明显 
的 . 今 著 取 2E; 则 (2) <0, 即 p (2) <y (z). 如 果 z 让 VYV，(5)， 
则 多 (z》 一 0， 因 而 pe 《2) 二 0， 即 xzEG、 所 以 全 CCU， 尼 )， 
现在 不 妨 设 
G=GUV, (4)， 其 中 VV (4 CV (Cb), 
根据 上 面 的 讨论 ， 当 zxEGNYs (C6) 时 , 下 (zz, 外 天 0. 邻 取 gE 
C” (GG), 使 得 g 在 G 上 处 处 不 为 0， 而 在 VY (ft) 上 ,， g 二 
F (z, £). 在 必 ) 上 分 别 考 虑 全 纯 函 数 1 和 下 (=， #), 在 


GNYV, (8) 皮 所 忆 一 二 和 F(z ,4) 都 没有 零点 , 目 全 纯 ; 且 在 亡 
上 存在 C" 消 数 g， 得 和 :中介 在 6 各 V8) 上 是 


Cc“ 的 , 且 没 有 零点 . 于 是 ， 根据 定理 6. 6,2, Cousin 第 二 问题 有 解 ， 


即 存在 世上 的 全 纯 函 教 和 (=, 介 ， 使 得 而 二- 矶 和 全 区 ， 总 分 别 


30O6* 


在 G 和 T (6) 全 纯 及 无 零点 ， 画 避 -D 在 G 上 全 纯 ， 说 明 


PB(z, 8) 在 G 上 处 处 不 为 0. 在 Vi( 杀 上 记 机 人 生 一 下 (z 必 ) ， 


则 豆 (z ,全 纯 且 不 为 0. 写 下 (=,5) 一 下 (eg 五 (z,f), 则 因 
天 (5 一 0， 所 以 鲁尼, 8) 一 0， 因 而 下 (z， 5) 就 是 要 找 的 
吵 数 . 口 

现在 很 容易 证 明 下 面 的 

定理 6.7.4 设 G 是 Cr" 中 具有 边界 的 有 界 强 所 是 域 , 则 存 
在 全 纯 的 单位 分 解 

1= (2) hk; (zx, £)， 

这 里 zEG, CE aa， h (zz (二 3， 一 nn) 是 zzEG 的 全 纯 图 
数 . 

证 根据 引 理 .7.3，, 对 于 给 定 的 teE 引 ,存在 GDG 和 心 上 
的 全 纯 困 数 和 下 (z， 旨 ， 它 在 如 王 处 处 不 为 0,， 后 ( 心 ,， 5) 一 0， 作 
变换 w= 一 8 一 z， 设 已， G 分 别 被 变 为 站 和 妖 ， 则 0 六， 车 记 

(2, £7) = (Fw, £) =f (ww), 

则 是 站 中 的 全 纯 函 数 , 且 (0) = 心 , 5) 二 0， 于 是 ,根据 
定理 6. 6. 5， 除 法 问题 有 解 ， 即 存在 疾 上 的 全 纯 函 数 人，…， 太 ， 
使 得 


f (w) = Dw rer), 


1=1 


车 记 (Cw) 二 (一 2z)】 二 PP (z， 拉 ， 则 上 式 可 写 为 


$B zs) = &—z) P, (zx, 0). 
1 


:二 
也， (2, £) 


因 更 (>， 旨 在 如 中 处 处 不 为 0， 所 以 ji (s， 划 一 下 区 是 


G 中 的 全 纯 函 数 ， 简 且 有 
* 307. 


1 一 》， CH) hh, (x, £2. DD 
有 了 这 个 全 纯 的 单位 分 解 定理 ， 我 们 就 可 以 构造 所 需要 的 核 


了 . 
现 在 有 两 种 单位 分 解 ; 
1 = » 【一 和, Ef 


[gz| 


= >» (6, -£2) h, (zx, $), 


引进 参数 4， 把 第 一 式 革 久 第 二 式 恬 1 一 4， 然 后 相 如 ， 叉 得 一 新 
的 单位 分 解 : 


一 Cs) (A 时 
1 >, Gm) {At (A) hh, (2, 5 | 


命 


总 一 
攻 一 


所 询 Henkin 核 呈 指 
K GA, xz, 8) = C1 gdg A 


Adg, iAdgmif Ade Mat A Aa,. 

容易 看 出 ， 当 4=1 时 ,上 攻 (1 ，z,，Y) 就 是 B--M 核 . 

下 面 还 要 做 三 件 事 :， (i) 建立 Henkin 核 的 积分 公式 ， 即 相当 
于 瑟 一 邮 核 的 8 一 M 积分 公式 , (ii) 证 明 Henkin 核 的 积分 公式 能 
给 出 5 问题 的 解 ，Giiy 对 解 作 出 - - 敏 估 计 . 这 里 G)，Gi) 两 件 事 
都 还 容易 做 ， 最 困难 的 是 《iii)， 

6.7.2 3 问题 解 的 Henkin 积分 表示 

下 面 就 是 Henkin 核 的 积分 公式 . 

定理 6.7.5 设 避 是 C" 中 共有 CC? 边界 的 有 界 强 拟 凸 域 ，f/ EE 
CO) , 则 


人 = 十 【1 一 4)》 页 (2, 区》， DA<ss= 1. 


£1 


* I08* 


Fa 一 二 [ara [KG byaa 
" | 


1 一 
二 和 AKCGLe -> 
Te 
在 忆 上 成 立 ,这 
ony Re 
Li 一 【一 1) nl ji 全 
这 个 公式 称 为 Leray-Stokes 公式 . 有 (se 
证 从 kK (tA,z,5) 的 构造 知道 ， 图 3 


dK(lAzst) 一 0,， 所 以 有 dCF(CE)K(A,，2z ,tt))-= 
FE) 人 KOAzs5). 现在 让 dfFCIKCGA,z,5)) 在 下 烈 曲 面 上 积分 ， 
积分 区 域 为 一 曲面 , 它 无 上 底 (=0,E€EG), 但 有 下 床 C3=1， 
EC 一 号 (zi 和 侧面 (CE 9GX[90,1]),; 它 的 边界 是 们 =0,¢ 
Ea0}U(A=1,5E3B(z,e)}). 根 据 Stokes 公式 有 
| af(E) A KCA, zs) + | a (tI AKCA,z,L) 
JE LDL 


A 二 1] 


[3 二 EEG— Bir.E) 
= | ADKa,z'6+ | FO K Czt). (4) 
Fe E} 
左 端 第 一 项 可 以 写成 


ae A jg ose, 


左 端 第 二 项 当 。-0 时 有 
| Bf EY AK C2,t)— | Bf (EY AKC ,zt) 


六 一 二 一 Btr .rt) 
EG Bir.ry 


一 ar 六 下 (1 ,zt). 
[A 


根据 定理 4. 8. 2 的 证 明 , 当 一 0 时 , 右 端 第 二 项 有 极限 
* S09* 


| FOIK Cs) 


dz El 


一 | 大 (下 


mHzsEl 


故 在 5C4) 中 命 >0, 即 得 所 要 证 的 公式 . 口 
推论 6.7.6 设 忆 基 C 中 具有 CY 边界 的 有 界 强 氢 吗 域 . 如 果 
FECn 站 TtG) ,那么 
。 1 . 
7 一 一 二 | FOKCGO,2,b). 


可 条 


证 用 Leray-Stokes 公式 并 注意 3f 一 0 即 得 . 口 

应 用 Leray-Stokes 公式 容易 得 到 3 问题 解 的 Henkin 积分 表 

定理 和 .7.7 设 G 是 C' 中 具有 个 边界 的 有 界 强 氛 同 域 . EE 
CHG) 且 潢 足 弛 一 0, 则 由 公式 


xz 一 二 |7A | Kasbdat i fA K(lszst) (5) 
学: 由 9 


所 定义 的 & 满足 方程 和 = 了 ,有 uwEC™(G). 
证 ”由 解 的 正则 性 定理 5. 4.7, 在 所 设 条 件 下 , 挛 一 和 存在 解 
EC IC). 对 轨 用 Leray-Stokes 公式 ; 


_ 上 _ 
ui(z)— 1 | 和 A| Kredit+ i | 和 A KC1,2,8) 
Rea y. 让 tt ， 


一 二] DR 人 


EE 


1 | 二 
-看 |AA|KOrBDaat 寺 | 7AKGL< 


1 
-二 | (IK (CO,zt) 


EE 


=u2) ~ a Ks,b). ‘BY 


中 寻 


者 SiD" 


引 [a cK | 一 0 


于 是 ,从 (6) 即 得 xEC=(G? ,而 且 
Bf 0 
6.7.3 5 问题 解 的 一 致 估计 
最 后 来 完成 最 困难 的 一 件 事 , 即 证 明 由 C5) 给 出 的 解 具有 一 至 
估计 . 为 此 , 先 给 出 Henkin 核 的 另 一 个 表达 式 . 


引 理 6.7.8 设 9%= >asodts 1 一 2 那么 
k=1 


本 


BA 让 = 2) det 


1 人 


“des A 六 CE ,. 
证 A 人 中型 | 让 一 2 
“a npk, do, A Adbs,_, 
国 为 每 个 点 1. * ,4 2) 都 从 1 变 到 n; 波 上 式 给 出 了 所 有 可 能 
的 线 福 组 合 . 现 固定 (91…gn..z) ;使 得 9 过世 之 gz， 我 们 来 计 
算 di A A 必 ,的 系 数 . 议 (kz 是 (9 92 的 一 个 排 
列 , 于 基 ds A A Qtb。_, 的 系数 为 


it 


一 
【和 业 ， "上 了 
2) 一 天 1 A nn =det 
i 1 "2 


由 此 有 妈 得 所 要 证 的 等 式 . 口 
引 理 6. 7.9 Henkin 核 可 表示 为 
Kzsb)= 2 detAoe, AA AG, A A db , 


ri 


“了 


AGE 


这 里 4.…， ,是 下 面 的 二 阶 方 阵 
后 Es En 
A | | 
agri dE dg 

和 A, 一 


2 at at a5, 


eg ds 


0 


.cg 
2 EA 
这 里 gj(z ,8) 一 4 :让 2 一 DRCes kt), 71 一] 
证 根据 Henkin 核 的 定义 


KO tb)— (1 gdg A ALde,] 


A Adgs A wlt), 
这 里 [dg,] 表 示 线 积 中 不 出 现 这 一 项 . 因为 


dgj—a8,+ p+ Bid 
且 3g,A w(t) 二 0, 所 以 有 


KG,z sh) = DC 1) gi(Bg1+ Sd) A 


J 一 ] 


A Lig,+ Badr] A A Gt A wb) 


mn 和 3 
= 2 1 ‘gi P2181 Ne A Bg 1 A Bidn 
A dgrri A ALag J] A A dg, A w(t) 


-DD pms ez A Bg A ~ ‘A [Lag A 


ALae,l A A apg, Aw(t) 
。 312» 


， 2 一 
+ 1 ig, BadaA dg A A Lags] A 


J 7 


ALae]A- A dae, A wlt). 


f=] pe 


在 第 一 个 和 中 把 ;和 /的 指标 对 换 ,并 注意 到 等 式 1 ya ,~ 


> > ,axw* 可 得 


j=1 i 


Kast ED, da A dg A 
AL3g,] A ALag AA, Aw(t) 
+ 2 Dg Haan mg A 
ALag,J A ALag A- ABg, Aw(t) 


8, Bi 
-Dp ‘det [ag, dg, | dAA bg 
Ei 


A ALag,lA ALag lA A dp, Aw(t). 
由 引 理 6. 7. 8， 


lg or a 一 生 < 


一 > det(x¥ db, A eh di, _,， C7) 
jE 
其 中 
dg i 8! dgi_! dgitl de, 
9 QL 9 全 41 EA 
{ 天 ) 一 be LEE ELT LTT ET 和 
ae dp,_] dg ri dg rr De, 
5 元 。 ， 5 芒 。 : ， D2 
把 (7) 式 代入 久 (4,z,) 的 表示 式 ,得 
后 : 
并 《ME) 一 > pp 3 一 idet jy de det{ 共 ) 
一 ] 7 一 
页 看 


ai A A [ag] A A [BJ] A A 加， 


+ 313* 


AAA wt). 《8) 


Laplace 展开 式 ,(8) 式 花 括 弧 中 的 量 就 是 2 阶 方 阵 
.4 :的 行列 式 , 这 就 是 要 证 明 的 . 口 


现在 可 以 证 明 一 致 估计 的 定理 了 . 


定理 6. 7.10 设 G 是 C" 中 具有 性 边界 的 有 者 强 氮 西 域 ,fE 
CntG) 且 满足 3 二 0, 则 由 (5) 确 定 的 3 问题 的 解 x 具有 一 致 估 
计 
alls 所 CF, 
其 中 C 是 不 依赖 于 f 的 某 个 常数 


证 ” 先 看 45) 的 第 二 项 . 设 /j 一 Dak, 
IF A K (1,2,0)| 
一 IFA 站 1 


ne—z) A wt) 
-| Da A A EE 


~ | Satn Do ! 和 


"ad A ALIA -Aat, Awct) | 


<> 3S 二 2 Ah la Awct) |. 


若 记 多 王 二 十 区 站 那么 
dl) A dé, = (dx, — idy)) A (dz, + idy,) = Zidzx, NM dy,, 
因而 
wEY A wty = dE A Ahad Ad A hd 
= (127 dr A dy A 
* F314" 


A dx, Cr 一 
由 此 即 得 
[FA KO,z,E)! A > 一 dm 
因为 G 是 有 界 域 , 故 可 选取 充分 大 的 二 GCB(z,R). 于 是 
fa Rade | AA Ks) 


Birrl 


< hf. [学 让 do (9) 


Hrz, Ry 一 


现在 来 估计 积分 大 氏 dm 着 记 2= (n,n)， 


Bizf} 


C= {ya 则 | 2) 一 2 下 Ts 一 3 十 iy;, 采 用 球 坐 标 


1 一 | -一 reos a 一 了 一 一 rsin eos ， 


Van 一 Tr — rsing sing "sin 1; 


这 时 体积 元 素 


_ 3 一 
代 = 


于 是 


] 


sin” msin™” Sprsin, eddrd@ dp 


| ea 
Hiz,R} 
mx | |ys CT 
< | | 1 二 1 


Biz. RI 


| 恬 = 二 1 | 

一 

Res | 一 站 Wi 
27 


0 pu 和 


二 OO(1), 


易 知 其 它 类 似 的 积分 也 都 是 有 界 量 . 于 是 ,从 (9) 即 得 
+* Is* 


jf A Kt) | Ch C10) 
简直 来 需要 证 明 的 是 
jf A | KO,a aa < Cl. (C11) 


这 比 证 明 不 等 式 (10) 雪 困难 得 多 . 首先 注意 ,要 证 明 (11), 只 要 证 
明 当 AE105,1] 时 ,有 


下 KW 区 | 二 Call/ 


就 行 了 .根据 引 理 6. 7. 3 关于 Henkin 核 的 表达 式 , 可 写 


厅 


FAKOZOD= > >i1det4 db 


1 了 一 人 


AdaiAdls A Ndes ,Mwtlb). 


这 样 全 部 问题 归结 为 证 明 


JdetAoe, sab, Adt, A Adt, Awlt)|= O00) 
(12) 


对 zEG 成立 就 行 . 
为 此 ,我 们 要 计算 detA,.…，,: 注意 


了 6， 


_ 呈 一 =， PD, (2 ,65) 
gr A (1) ee 
(关于 盏 (z,5) 和 了,(z,$) 的 定义 分 别 参 见 引 理 6. 7. 3 和 秆 理 6.7.4 
L Ti 总 一 2 了 -1 Bz) _b, 
的 证 明 ), 所 以 训 一 六 二 zi Bias, 


和 空 :可 分 别 写成 
十 一 42， 二 6, 一 入,, 委 一 ) — bp,, 
. 如 果 记 六 二 Ca * "~" "An 1 由 二 {Bl rb 出 det4., ,可 分 拆 成 第 
一 :第 二 行 分 别 如 下 的 6 个 行列 式 的 和 ; 


-二 


其 中 第 一 .五 .六 个 为 0, 第 三 .四 个 之 和 为 0, 困 而 得 


b 


+ 


加 一 2 一 之 ， 


[IE 
D, 过。 
画 钙 
det A a , 一 一 这 又 。 
对 9 
1 og, 


直接 算出 乱 之 后 再 用 刚才 打 散 行列 式 的 办 法 得 
detA, . 一 


1 人 一 人 


* 37。 


[| 


1 一 之: Ez 
BD Ps 
下 
1 
和 二 


AGls _, 1—AaP A _, 1 一 4 和， 
下 

市 此 可 于 , det4 .5 ,的 奇 点 就 发 生 在 z==#E3G 处 , 因而 只 须 考 

虑 当 >-“ 和 90 时 (12) 成 立 就 行 了 .固定 上 EaCG， 已 知 在 二 的 基 
邻 域 中 , 理 {z， XY) 和 下 (z,， 8) 有 相同 的 准点 ， 这 里 


Fz,b) = 3) P26, — z,) 


1—1 


1] < op(E) 
z 一 之 0 上 (zl 一 总 ). (14) 
因此 在 估计 (12) 中 的 积分 时 ,不 护 和 将 更 (z, 5 换 成 玉 (z， 5 . 
另 一 方面 ， 从 det4,…。 ,的 表达 式 〈13) 可 以 看 出 ， 在 它 的 项 中 ， 


在 “处 奇 性 最 高 的 是 


1 
TFT 一 下 TFT 
因此 ， 只 要 证 明 
] 二 加 
| se 
| Ts A ds A A db , A wl) 


= O01), 《15) 
(12) 也 就 成 立 了 ， 
现在 设 = 在 # 的 邻 域 中 ， 这 时 dp (>) 关 0, 不 妨 设 六 隆 0. 在 
这 个 邻 域 中 作 学 标 变换 
[Ta ze 一 
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这 里 二 Xo 十 ?To ， 动 ,一 t 十 天 。， 便 

ul = PE ts = Te 一 Ty las = Tene 
直接 计算 可 得 这 个 变换 的 Jacobi 行列 式 为 | 时 | 天 0. 由 于 3G 一 
‘6: P25 一 0 所 以 在 这 个 邻 域 中 acC 变 为 抽 =0. 在 引 理 6. 7. 3 
的 证 明 中 ， 我 们 得 到 过 不 等 式 

plz) 六 一 2ReF(z.6) + lz oC: 二 +oc(lz — £1:), 
即 2ReF (zy 二) 这 |p Cz) | 十 加 |z 一 Fi: 守 |z 一 5， 所 以 


] . 
IF| = {ReF) 十 (HEm 开 ?3 二 六 一 (Re 天 十 |ImF|) 
村 (| 


> (3: + limF | Cd 一 5+ |ImF |), 
于 是 ， 从 局 部 来 看 . 《15) 左 端 的 积分 不 超过 

| dtc uo 

J rr [ws1) 


的 常数 倍 .。 用 球 坐 标 
Ws 一 reosti ts — rsind cost, ,er ,ttes 一 raind esind,,_,, 


则 querdaw 一 rsin™ 60sin0,_ sdradBid6,,. ;. 于 是 上 述 积 


分 不 超过 
| drde, sj rd 
oo r+ jees8 | ~, r+ sing, 
<4f de 
由 才 | 天 十 元 多 


= 外 iogG + 人 0) — log 二 0]dg < o. 
[0 TT 下 


这 就 证 明了 (15) 成 立 ， 因 而 (12) 也 成 立 ， 口 
[ 注 记 J 
1937 年 Oka 首先 在 全 纯 凸 域 上 证 明 3 癌 题 的 解 是 存在 的 ， 不 过 他 是 用 
，379 。 


Cousin 第 :问题 的 解 存 在 的 方式 往 述 的 .关上 拟 西 域 上 3 问题 解 的 存在 性 ， 
第 一 个 直接 证 明 是 1965 年 由 工 . Hermander [H51] 给 出 的 . 所谓 直 接 证 明基 
指 , 它 既 不 依 束 于 全 纯 吓 域 上 Cousin 第 一 问题 的 解 ， 也 不 焦 玉 J Levi 问题 
的 解 .这 里 介绍 的 就 是 Hormander 给 出 的 方法 .作为 3 问题 解 的 应 用 ,我 们 给 
出 了 Cousin 第 一 问题 和 第 二 向 题 的 解 . 从 访 忠 上 来 看 ,Cousin 第 -问题 时 在 
1895 年 就 由 P. Cousin 在 乘积 域 上 解决 了 ,但是 在 以 后 的 40 年 中 ;这 个 重要 问 
其 没有 尾 何 进 轴 ,直到 1936 年 ,Oka 首先 在 多 项 式 凸 域 上 . 稍 后 于 1937 年 在 一 
般 的 全 纯 凸 域 上 解决 广 这 个 间 题 . 实际 上 ;H. Cartan 已 于 1935 年 在 CC 的 才 项 
式 晤 域 上 , 解决 了 Cousin 第 一 问题 , 但 Oka 不 知道 此 情况 .那么 在 非 全 纯 厨 
域 上 ,Cousin 第 -- 问 题 是 否 可 能 有 和 解 呢 ?H. Cartan [Ca.2,536~538] 在 1938 
年 首先 在 C! 中 构造 了 一 个 非 全 纯 凸 域 ， 在 其 上 Cowsin 第 一 问题 有 解 ， 

Levi 问题 1942 年 首先 由 Oka 在 C* 中 解决 , 后 来 Oka 于 1953 年 , H，Bre- 
mermann [Brlj 于 1954 年 ， 下 ，Nerguet No] 于 1954 年 独霸 地 解 岂 任意 
维 数 宝 间 CC 中 的 Levi 间 题 .1958 年 H，Grauert [Gr] 用 效 府 解析 层 的 理论 
解决 了 复 流 形 上 的 Levi 问题 . 

强拆 凸 域 上 3 问题 解 的 积分 表示 , 在 1970 年 前 后 由 H. Grauert 和 TELieb 
[GrLi], GM. Henkin [He 1，2] 和 下 ，Ramirez TRm] 得 到 ， 当 地 是 
{0，1) 形式 时 ， 强 氢 凸 域 上 解 的 上 “估计 是 由 H. Grauert 和 I，LLiehb 
[GrLij 和 GM.， Henkin [He2] 解 央 的 . 当 了 是 (0. 9) 形式 (g 半 1) 时 ， 
强 所 西域 上 解 的 上 " 舍 计 是 由 1，ILieb [Li] 解决 的 . 
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中 文 词 条 按 笔 醛 排列 ， 西 文 开头 的 词 条 按 字 己 顺 序 排 列 . 


- 致 佑 计 


- 重 级 数 
几何 凸 也 


上 半 连 续 


开 上 映射 定理 
双全 纯 映 射 


从 属 映 射 
从 届 原 理 


止 规 族 
正规 穿 竟 
可 递 域 
凸 映射 
山 性 半径 
对 称 域 
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切 空间 


吉 权 的 平方 串 积 空间 


中 济 怀 


全 纯 等 价 
全 纯 随 数 
例 纯 开拓 
全 纯 域 

全 纯 映 射 


全 纯 贞 射 的 复 人 台 
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全 纯 自 同 构 群 


全 纯 凸 包 
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全 纯 单 位 分 解 
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多 重 笑 级 数 


多 里 级 数 
多 圆柱 
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刘 太 顺 
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伴随 算 子 
完备 的 正 交 系 
穷竭 函数 
执 凹 域 
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殉 氏 上 山 域 
极 大 值 原理 
楼 坐标 积分 公式 
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单位 分 解 
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径 向 也 数 
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井 Jacobian 
复 Hessian 
芷 形 域 
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球 
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基 村 的 点 形式 
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唯一 性 定理 
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Barnard, R. W. 
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